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1 2017.1

11/04/2017 (Bianca)

Exercicio 1.1. Seja A conjunto finito nao-vazio com A C R. Prove que A
tem maximo e minimo.

18/04/2017 (Bianca)
Exercicio 1.2. Prove que para todon € N

n(n—i—l)'

0+1+2+4-4n=——

Exercicio 1.3. Encontre uma férmula para 1 +3 45+ ---+ (2n — 1) para
n <1 e prove que sua formula é correta.

Exercicio 1.4. Prove que para todo n € Z, tal que n > 5

n? < 2m.

25/04/2017 (Bianca)
Exercicio 1.5. Prove que para todon € N

1)(2 1
024_124_224_”‘4_”2:”(”4‘ )6("+ )

Exercicio 1.6. Prove que para todo n € N e todo impar k € Z, k™ é impar.

Exercicio 1.7. Usando o PBO, prove que nao existe inteiro k tal que

0<k<l.

27/04/2017 (Bianca)
Exercicio 1.8. Prove que a relacao a | b é de ordem parcial se a,b € N.

Exercicio 1.9. Prove que a = b (mod m) é uma relagao de equivaléncia nos
inteiros.



04/05/2017 (Bianca)

Definigao 1.10. Seja x € R. O z ¢ irracional sse existem p, q € Z tais que:

_bp
T ==

q

Exercicio 1.11. Prove que V/2 é irracional.

Exercicio 1.12. Que alteracoes devem ser feitas no 1.11 para provar que v/3
é irracional?

Exercicio 1.13. Mostre que existem irracionais x,y com x¥ racional.

Homework 1.1. Prove que o v/2 é irracional.

09/05/2017 (Bianca)

Exercicio 1.14. Uma sequéncia ag, a1, aso,... é definida recursivamente da
seguinte forma:

apg = 0
para todon € N, anp41 = 2an, +n

Prove que para todon € N, a, =2" —n — 1.

Exercicio 1.15. Para todos os naturais n e m, se m > 0, entdo existem
naturais g e r taisque n =mq+rer <m.

Exercicio 1.16. Todo inteiro n > 1 é primo ou um produto de primos.

16/05/2017 (Bianca)

Exercicio 1.17. Sejam a =b (mod m) e ¢ =d (mod m). Entao:
(i) a+c=b+d (mod m)

(ii) ac = bd (mod m)

(iii) a —c=b—d (mod m)

Exercicio 1.18. Sejam a = b (mod m). Prove que ac = bc (mod m) para
qualquer ¢ € Z.

Exercicio 1.19. Se a = b (mod m), entdao ™ = " (mod m) para qualquer
inteiro positivo n.



18/05/2017 (Bianca)

Definigao 1.20 (Divisao de Euclides). Dados inteiros a e b com b > 0, existem
inteiros q e r tais que

a=bqg+r, 0<r<hb.
Além disso, os q e r sdo determinados unicamente.
Exercicio 1.21. Prove a unicidade dos g e r.
Exercicio 1.22. Se a,b € Z com b > 0, entao (a,b) = (b,r), onde r é o resto

da divisao de a por b.

Definigao 1.23 (Algoritmo de Euclides). Sejam a, b inteiros positivos. Para
encontrar o (a,b), aplicamos a Divisdo de Fuclides (1.20) repetidamente até
chegar em resto 0. O (a,b) serd igual ao tultimo resto diferente de 0 que foi
obtido.

— Por que o Algoritmo de Euclides sempre termina?
Exercicio 1.24. Usando o Algoritmo de Fuclides (1.23), encontre o (101, 73).

Definicao 1.25 (Algoritmo Estendido de Euclides). O méaximo divisor co-
mum (a, b) de dois inteiros a e b pode ser escrito como uma combinagao linear
de a e b. Usamos o Algoritmo FEstendido de Euclides para encontrar os inteiros
s,t € Z que satisfazem a

(a,b) = as + bt.

Exercicio 1.26. Continuando o 1.24, encontre t, s € Z tais que

(101,73) = 101t + 73s.

Homework 1.2. Prove a corretude do Algoritmo de Euclides (1.23).

25/05/2017 (Bianca)

Definicao 1.27 (Inverso médulo m). Sejam a,a’,m € Z. Chamamos a’ o
inverso (multiplicativo) de a médulo m sse

aa’ =1 (mod m).



— O inverso ¢é 1nico;
— O a tem inverso médulo m sse (a,b) = 1.
Exercicio 1.28. Prove a unicidade do inverso moédulo m.

Exercicio 1.29. Usando o Teorema Chinés do Resto, ache todos os inteiros
x € 7Z que satisfazem o sistema de congruéncias:

x=2 (mod9)
x=1 (mod 5)
r=2 (mod 4)

Exercicio 1.30. Ache todos os inteiros € Z com |z| < 64 que satisfazem o
sistema de congruéncias:

x=1 (mod 3)

3z=1 (mod 4)
4r =2 (mod 5)

Homework 1.3. Use o Teorema Chinés do Resto para resolver os sistemas
de congruéncias:

x=1 (mod 3) f EEZS :i r=3 (mod4)
(a) =2 (mod 5) (b) — 4 (mod 9) (¢)4bx=1 (mod?7)
x=3 (mod?7) 5 (mod 13) x=2 (mod9)

Homework 1.4. Encontre o menor inteiro positivo que deixa os restos 8, 7 e
11 quando dividido por 7, 11 e 15, respectivamente.

30/05/2017 (Bianca)

Lema 1.31 (Lema de Euclides). Sejam m,n inteiros e p um primo. Se p | ab,
entdo p | m oup | n.

30/05/2017 (Victor)

Nos exercicios abaixo G é grupo, H e K sao subgrupos de G e p é primo.

4



Exercicio 1.32. A ordem de H N K é um divisor comum da ordem de H e
da ordem de K.

Exercicio 1.33. A ordem de H N K é um divisor comum da ordem de H e
da ordem de K. Se ordem de H = m, ordem de K =n e (m,n) = 1, mostrar
que HN K = {e}.

Exercicio 1.34. A ordem de HN K é um divisor comum da ordem de H e da
ordem de K. Se G possui um elemento de ordem p e um elemento de ordem
q, onde p e ¢ sdo primos distintos, mostrar que a ordem de G é maultiplo de

pq.

Exercicio 1.35. A ordem de H N K é um divisor comum da ordem de H e
da ordem de K. Se a ordem de GG é n, mostrar que 2" = e para todo x em G.

Exercicio 1.36. A ordem de H N K é um divisor comum da ordem de H e
da ordem de K. H # K e H e K possuem mesma ordem p, mostrar que que

HNK ={e}.

01/06/2017 (Bianca)
Exercicio 1.37. Se a <0 e a | b, entdo (a,b) = a.

Exercicio 1.38. Se ab =0 (mod p), onde p é um primo, entdo a = 0 (mod p)
oub=0 (mod p).

Exercicio 1.39. ax + by = ¢ tem solucoes sse (a, b) | c.

Definigao 1.40 (Teorema de Fermat). Seja p um primo. Entao
a? =1 (mod p)

para todo a # 0 (mod p).

Definigao 1.41. ¢(n) é o numero de inteiros positivos menores do que n que
sao coprimos com 7.

Definicao 1.42 (Teorema de Euler). Se a e n sd@o coprimos
a?™ =1 mod n.

Exercicio 1.43. Se p é primo, encontre ¢(p). Use isso para deduzir o Teorema
de Fermat (1.40) a partir do Teorema de Fuler (1.42).



Homework 1.5. Prove que (a,0) = a, se a > 0.

Homework 1.6. Se (a,c) =1 e ¢ | ab, entao ¢ | b.

06/06/2017 (Bianca)

Exercicio 1.44. No “meio” de uma “cidade infinita”, tem um motorista no
seu carro. Ele esta parado numa intersecao onde ha 3 opgoes: virar a esquerda;
dirigir reto; virar a direita. Em seu tanque tem a unidades de combustivel,
e sempre gasta 1 para dirigir até a proxima intersecao. De quantas maneiras
diferentes ele pode dirigir até seu combustivel acabar?

Exercicio 1.45. Aleco e Bego sao dois sapos. Eles estao na frente de uma
escada com 11 degraus. No 6° degrau, tem Cétia, uma cobra, com fome. Aleco
pula 1 ou 2 degraus para cima. Bego, 1, 2 ou 3. E ele é téxico: se Catia o
comer, ela morre na hora.

(1) Por enquanto, Catia estd dormindo profundamente.

a) De quantas maneiras Aleco pode subir a escada toda?

(
(b) De quantas maneiras Bego pode subir a escada toda?
(2) Catia acordou!

(a) De quantas maneiras Aleco pode subir a escada toda?

(b) De quantas maneiras Bego pode subir a escada toda?

(3) Bego comegou a subir a escada. . . Qual é a probabilidade que Cétia morra?
(Considere que antes de comecar, ele ja decidiu seus saltos e nao tem
percebido a existéncia da cobra.)

Exercicio 1.46. Prove que para todos os inteiros positivos n e r temos

C(n,r)=C(n—1,r)+C(n—1,r —1).

Homework 1.7. Prove que
P(n,n) = P(n,n —1)

para todos os inteiros positivos n.



Homework 1.8. Prove que
P(n,1)+ P(m,1) = P(n+m,1)

para todos os inteiros positivos m e n.

06/06/2017 (Victor)
Nos exercicios abaixo, G e H sempre serao grupos.

Exercicio 1.47. Seja f : G — H um homomorfismo, J um subgrupo de H e
defina B como sendo a imagem inversa de J por f. Prove que B é subgrupo
de G e também que ker f é subconjunto de B.

Exercicio 1.48. Seja f : G — H homomorfismo e m um inteiro relativamente
primo com a ordem de H. Mostre que se ™ é elemento de ker f entao x é
elemento de ker f.

Exercicio 1.49. Seja f : G — H homomorfismo sobrejetor. Prove que se
todo elemento de GG possui ordem finita, entdo todo elemento de H possui
ordem finita.

Exercicio 1.50. Seja A um anel. Prove que se o grupo aditivo de A ¢ ciclico,
entao A é um anel comutativo.

08/06/2017 (Bianca)
Exercicio 1.51. Se G tem ordem n, entao 2™ = e para todo x em G.

Exercicio 1.52. Seja GG de ordem pq, onde p e q sao primos. Ou G é ciclico,
ou todo elemento x # e em G tem ordem p ou gq.

Exercicio 1.53. Se f : G — H é um homomorfismo com kernel K, entao f
é injetiva sse K = {e}.

13/06/2017 (Bianca)

Exercicio 1.54. Dado um conjunto a, mostre que o conjunto de todos os
singletons de elementos de a é um conjunto.

Exercicio 1.55. Traduza as frases seguintes para a FOL da teoria de conjun-
tos.



Existe conjunto com pelo menos dois membros.
Os z e y tém exatamente um membro em comum.
Todos os conjuntos tém o x como membro.

Existe conjunto que pertence nele mesmo.

O y consiste em todos os subconjuntos de x com exatamente 2 elementos.

)
)
)
)
)
6) Existe conjunto com exatamente dois membros.
) Para todos os conjuntos a e b, sua interse¢ao é conjunto.
) A unido de a e b é um conjunto.
) O x nao pertence em nenhum conjunto.
) Existem conjuntos tais que cada um pertence ao outro.
)

Existe conjunto que nao ¢ igual a ele mesmo.

20/06/2017 (Bianca)

Definigao 1.56 (Isomorfismo de ordem). Dizemos que P e @ sao isomorfos
de ordem se existe um mapeamento bijetivo ¢ de P para ) tal que x < y em
P se e somente se p(z) < ¢(y) em Q.

Definigao 1.57 (A relacao de cobertura). Seja P um poset e sejam z,y € P.
Dizemos que x é coberto por y, e escrevemos ¢ < y,se x < yex < 2z <y
implica z = x.

Exercicio 1.58. Sejam P e Q posets finitos e seja ¢ : P — Q um mapeamento
bijetivo. Entao, os seguintes sao equivalentes:

(i) ¢ é um isomorfismo de ordem;
(ii) = < y em P se e somente se p(z) < ¢(y) em Q;
(iii) # < y em P se e somente se ¢(x) —< ¢(y).

Exercicio 1.59. Dois posets finitos P e () sao isomorfos de ordem se e somente
se podem ser desenhados com diagramas idénticos.

Exercicio 1.60. Existe uma lista de 16 diagramas de posets de quatro ele-
mentos, tal que todo poset de quatro elementos pode ser representado por um
dos diagramas nessa lista. Encontre essa lista.
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22/06/2017 (Bianca)

Exercicio 1.61. Prove que (N ; |) é um poset.
— Ele ¢ linear?
— Ache o méximo e o minimo (se tiver).

Exercicio 1.62. Seja D12 = {d € N | d|12}. Desenhe o diagrama Hasse do
poset (D12 ; |).

2 2017.2

08/08/2017 (Jp)
Exercicio 2.1. Defina o conjunto dos niimeros naturais usando BNF.

Exercicio 2.2. Defina a operagao de adi¢ao sobre os niimeros naturais como
definidos acima.

Exercicio 2.3. Demonstre que a adi¢ao definida no exercicio anterior é asso-
ciativa. Isso é, mostre que para todo m, n, p naturais, m+(n+p) = (m+n)+p.

Definicao 2.4 (Lema 1 da adigao). Para todo n natural, n + 0 = n.

Definicao 2.5 (Lema 2 da adi¢ao). Para todo m,n naturais, S(m + n) =
m + Sn.

Homework 2.1. Demonstre 2.4 (p. 9) e 2.5 (p. 9).

Exercicio 2.6. Demonstre que a adi¢ao é comutativa (ou seja, que para todo
m,n naturais, m +n = n +m). Use coisas que demonstramos anteriormente.

10/08/2017 (Bianca)

Exercicio 2.7. Prove que para todo inteiro positivo n, uma grid de 2" x 2"
com qualquer um dos quadrados removidos pode ser coberto por pecas em
forma de L.

Exercicio 2.8. Use indugao para mostrar que para todo n > 1

n! > on-1



Exercicio 2.9. A sequéncia Fibonacci é a sequéncia de inteiros F1, Fb, F3, ...

definida como segue
F1 = 1;

ngl;
Fn+2:Fn+1+Fn

para todos os inteiros positivos n. Use inducao para provar que para todo
n > 0,
Fn+1Fn+2 - FnFn+3 = (_1)n

15/08/2017 (Jp)

Exercicio 2.10. Temos uma malha de pontos m por n. Chamamos o ponto
superior direito de S = (0,0) e o inferior direito de D = (m — 1,n — 1). De
quantas maneiras conseguimos caminhar de S a D, usando somente movimen-
tos para baixo e para a direita?

Exercicio 2.11. Demonstre que, para todo conjunto A finito, |pA| = 214,

Exercicio 2.12. Demonstre que, para todo n,

Exercicio 2.13. Formule um argumento informal para a assercao do exercicio
2.12, considerando o resultado do exercicio 2.11.

17/08/2017 (Bianca)

Exercicio 2.14. Suponha que A, B e C sao conjuntos. Entao AN (B\ C) =
(ANnB)\C.

Exercicio 2.15. Suponha que A, B e C sao conjuntos. Prove que se A C C
e BCC,entao AUB CC.

Exercicio 2.16. Suponha A, B e C conjuntos, A\ B C C e z arbitrario.
Prove que se x € A\ C, entdo z € B.

Exercicio 2.17. Suponha A, B e C conjuntos. Prove que A x (BN C) =
(Ax B)n(AxC).

10



17/08/2017 (Jp)

Exercicio 2.18. Determine quais dos seguintes conjuntos sao definidos inten-
sionalmente vs extensionalmente.

(a) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

(b) {x €Z | x é par}

(¢) {z par | x =p+ q, onde p,q sdao primos}

Exercicio 2.19. Demonstre que, dados A,B,C C U, AN(BUC) = (AN
B)U(ANCQO).

21/08/2017 (Jp)

Exercicio 2.20. Faca um esbogo de prova e em seguida escreva uma demons-
tracao em linguagem natural para os seguintes teoremas:

1. Sejam A, B e U conjuntos tais que A, B C U. Mostre que A C B se e
somente se (U — A)UB =U.

2. Para todo a, b e n naturais, a — b | a”™ — b"

23/08/2017 (Jp)

Exercicio 2.21. Prove que, para quaisquer conjuntos A, B, (AUB)— B C A.
Mostre que a reciproca nao vale.

Exercicio 2.22. Prove que, se p? é par, entdo p é par. Dica: use a forma
contrapositiva.

Exercicio 2.23. Prove que v/2 é irracional. Vocé pode usar o resultado do
exercicio 2.22 acima. Dica: tente provar por absurdo.

Exercicio 2.24. Prove que, para todo n natural, n® — n é miiltiplo de 3.
Faga uma prova por inducao, e outra utilizando propriedades da aritmética
modular. Compare os dois métodos, para este caso.

24/08/2017 (Bianca)
Exercicio 2.25. Algumas defini¢oes de funcoes recursivas so:

r+0=2z (al) 2% =50 (el)
r+Sy=8Sx+y) (a2) Y =a¥.z (e2)

11



v Sy=(z-y)+z M2  zfSy=2"T (12)
(a) Calcule o valor 2 { 4.
(b) Dados os lemas:

a+b=b+a (a-com)
a-(b-c)=(a-b)-c (m-ass)

prove por inducao as seguintes propriedades, indicando para cada passo o
que foi usado:

(i) a-S0=a (i) a*t¥ =a” - aY (iii) a"¥ = (a®)Y.

28/08/2017 (Jp)

Exercicio 2.26. Defina o conjunto £4 das listas de elementos de um tipo A
usando BNF.

Exercicio 2.27. Defina a operacao append : L4 X L4 — L4 de concatenagao
de duas listas.

Exercicio 2.28. Demonstre que a append definida no exercicio anterior é
associativa.

Homework 2.2. Defina a operacao reverse : L4 — L4, que faz a inversao de
uma lista. Prove que reverse é involutiva, ou seja, que reverse o reverse = id.

29/08/2017 (Bianca)

Exercicio 2.29. Para toda funcao f: X — Y e todos os A, B C X,
fIAUB] = f[A]U f[B].

Exercicio 2.30. Para toda funcao injetiva f : X Y e todos os 4, B C X,
fIAN B] = f[A]l N f[B].

Mostre também que essa identidade nao funciona sempre se f nao é injetiva.

12



Exercicio 2.31. Cada uma das fungoes seguintes é uma fungao f : R — R.
Determine

(a) se f ¢ injetiva ou nao.
(b) se f é sobrejetiva ou nao.
Prove sua resposta.

(i) fz) =2z

(i) f(z) = |z

30/08/2017 (Jp)

Exercicio 2.32. Mostre que, se f : A = B e g : B — C possuem inversa,
entdao go f: A — C também possui inversa.

Exercicio 2.33. Sejam f: A — Beg: B — A tais que go f = idy. Prove
que:

a) g é sobrejetora;

b) f é injetora.

31/08/2017 (Bianca)

Exercicio 2.34. Prove que composicao de injecoes é uma injecao, a com-
posicao de sobrejegoes é uma sobrejecao, e consequentemente a composigao de
bijecoes é uma bijecao.

04/09/2017 (Jp)

Definicao 2.35 (Lema 1). Para todo m e n inteiros nao-nulos, se m > 0 e
n > 0, entao m -n > 0.

Defini¢ao 2.36 (Lema 2). Para todo m e n inteiros nao-nulos, se m > 0 e
m-n > 0, entao n > 0.

Exercicio 2.37. Seja R uma relagao bindria nos inteiros nao-nulos dada por
R(u,v) sse u-v > 0. Mostre que R é uma relacdo de equivaléncia (ou seja,
que é reflexiva, simétrica e transitiva). (Vocé pode usar os lemas acima).

13



Homework 2.3. Dada a definicdo a > b sse existe k positivo tal que a = b+k,
prove os lemas 2.35 e 2.36

05/09/2017 (Bianca)

Exercicio 2.38. Prove que a relacao | é uma ordem parcial no N.

Exercicio 2.39. Prove que ¢ = ¢ (mod m) é uma relagao de equivaléncia nos
inteiros.

06/09/2017 (Jp)

Exercicio 2.40. Mostre que para todo n > 12, n pode ser escrito como uma
combinacao de 4 e 5 (ou seja, n =4-a+5 - b, onde a, b sdo naturais)

Exercicio 2.41. Seja R a relacao dada por R(x,y) sse |z —y| < ¢, onde
€ (0,1]. Re é uma relagao de equivaléncia? Prove ou refute.

11/09/2017 (Jp)

Exercicio 2.42. Dadas as relacoes

F2g &L (vne N3z > n)[f(z) = g()]

g
FRg & BneN)(Ve2n)f(z) =g

Prove ou refute, para cada uma, se é uma relacao de equivaléncia.

Exercicio 2.43. Dado um conjunto A com n elementos, determine o niimero
de fungoes idempotentes sobre A.

12/09/2017 (Bianca)

Exercicio 2.44. Proposicao: Seja X # () e ~ uma relagao no X. Se ~ é
simétrica e transitiva, entao ela é reflexiva.

Prova: Como ela é simétrica, de x ~ y, concluimos que y ~ x também.
Usando a transitivdade, de x ~ y e y ~ x, concluimos a x ~ ¥y, que mostra
que ~ ¢ reflexiva também.

Ache o erro na prova acima e prove que a proposicao é falsa.
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Exercicio 2.45. Seja R uma relacao binaria num conjunto A. O.s.s.e.:
(i) R é uma relagao de equivaléncia;
(ii) R é reflexiva e circular;

(iii) R é reflexiva e right-euclidean.
Exercicio 2.46. Sejam ~ uma relagdo de equivaléncia num conjunto X, e

z,y € X. O.ss.e.:

(i) 2~y

(iif) =] N [y] # 0

13/09/2017 (Jp)

Exercicio 2.47. Para cada relagao bindaria abaixo, mostre que é uma relagao
de equivaléncia e descreva alguns dos elementos de sua particao correspon-

dente.

e ~ sobre Z x (Z\ {0}) tal que (a,b) =~ (c,d) sse ad =bc
e ~ sobre Qtalquer ~ssser —s ez

e ~sobre Rtal quex ~yssex —yeQ

14/09/2017 (Bianca)
Exercicio 2.48. Seja P o conjunto de todas as pessoas. Considere as relagoes

no P definidas pelas:

Parent(zx, y) &4 2 ¢ amae ou pai de y
Child(z,y) <L 2 6 filho ou filha de y.

Prove ou refute: Child o Parent ~ Parent o Child.

15



Exercicio 2.49. Suponha as propriedades de adi¢ao para os nimeros natu-
rais, mas que multiplicdo nao é conhecida. Entao, o seguinte pode ser usado
como uma defini¢do recursiva de multiplicacao:

1-b=b (i)

(a+1)-b=a-b+b (i)

Prove o seguinte:

(a) a-(b+c)=a-b+a-c
(b) a-1=a
(¢c)a-b=b-a

18/09/2017 (Jp)

Exercicio 2.50. Para cada operacao bindria sobre R abaixo, determine se: é
comutativa; é associativa; tem identidade; tem inversa.

e rxy=x+2y+4
e xxy=2x+2y—2ay
o« xxy=latyl

o zxy=|z—y|

o rxy=ay+1

® I %Yy =maxzc,y

xy
y+1

e Ixy = (sobre o conjunto dos reais positivos)

19/09/2017 (Bianca)

Exercicio 2.51. Se uma nova adicdo para numeros reais, denotada pelo
simbolo temporario H, é definida por

aB B =2a+ 23,

ela é comutativa? E associativa?
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Exercicio 2.52. Se uma nova adicdo para numeros reais, denotada pelo
simbolo temporario H, é definida por

aB B =2a+ 0,
ela é comutativa? E associativa?

Exercicio 2.53. Se uma operacao para inteiros positivos, denotada pelo
simbolo temporario *, é definida por

ax 3= aP ,
ela é comutativa? E associativa?

Exercicio 2.54. Se uma operagao para pares ordenados de nimeros reais,
denotada pelo simbolo temporario £, é definida por

(o, B) @ (7,0) = (ay — B, ad + B7),
ela é comutativa? B associativa?

Exercicio 2.55. Se uma operacao para pares ordenados de nimeros reais,
denotada mais uma vez pelo [, é definida por

(@, 8) B (7,0) = (a7, a0 + ),

ela é comutativa? E associativa?

20/09/2017 (Jp)

Definigao 2.56. Denotamos por S,, o conjunto das permutacoes em n elemen-

tos, ou, equivalentemente, o conjunto das fungoes bijetoras sobre {0,1,...,n}.
Usaremos a notagao L 2 .o ara nos referirmos a per
: o(1) o(2) ... on) )P P

mutacao o € S,.

Definicao 2.57. Definimos as permutagoes ¢, 1) € Ss, onde

-(312)
(331

17
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Exercicio 2.58. Calcule 9 o 9? e justifique que é igual & 2 o ).
Exercicio 2.59. Calcule ¢ o1? e a 9?0 ¢.

Exercicio 2.60. Prove ou refute a validade das seguintes propriedades para
a operacao o sobre S3

e Associatividade
e Comutatividade
e Tem identidade
e Tem inversa

Exercicio 2.61. Calcule as inversas de cada um dos elementos de Ss.

21/09/2017 (Bianca)

Exercicio 2.62. Considere a funcio recursiva o : N2 — N definida pelas
equagoes:
a(0,z) =x+1 (K1)

a(n+1,0) = a(n,1) (K2)
an+1l,xr+1)=an,an+1,z)) (K3)

(i) Seguindo as defini¢oes recursivas, calcule os valores a(1,1) e a(2,1).
(ii) Prove que para todo z € N, a(1,z) = = + 2.

(iii) Prove que para todo z € N, a(2,z) = 2x + 3.

25/09/2017 (Jp)

Exercicio 2.63. Seja <G, ',e,_1> um grupo, e sejam x,a,b € GG. Demonstre
cada uma das assercoes abaixo:

—_

. (bab‘l)n =ba"b !

[\

. Seab=ba, entdo (ab)" = a™ "

)27’1 n

3. Sexaxr=ce, entao (xa)" =a

4. Se a® = e entdo a tem raiz quadrada (existe um y tal que y? = a)
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5. Se a® = e entdo a tem raiz cibica
6. Se a~! tem raiz cibica, entdo a também tem

1

7. Se z2ax = a~!, entdo a tem rafz cibica

8. Se zax = b, entdo ab tem raiz quadrada

26/09/2017 (Bianca)

Exercicio 2.64. Prove que (a?)™! = (a71)2. Generalize para n natural
(an)—l — (a_l)n.

Exercicio 2.65. Sejam G um grupo e a, b, c elementos de G e e o elemento
neutro de G. Prove que se ab = e, entao ba = e.

Exercicio 2.66. Sejam G um grupo e a, b, c elementos de GG e e 0 elemento
neutro de G. Prove que se abc = e, entao cab = e e bca = e.

1 1

Exercicio 2.67. Prove que se xay = a™ ", entao yaxr = a~ .

Exercicio 2.68. Sejam a, b, ¢ iguais aos seus préprios inversos. Prove que se
ab = ¢, entao bc = a e ca = b.
27/09/2017 (Jp)

Definicao 2.69. Seja <G, x, e, _1> um grupo, e H é um subconjunto de G
que possui as seguintes propriedades:

e [ ¢ fechado sobre *
e H ¢é fechado sobre ~!

Dizemos que H é um subgrupo de G.

Exercicio 2.70. Para cada item, mostre que H é um subgrupo de G.
e G=R,+),H={loga | a€Q,a>0}

e G=(R* ), H={2"3" | n,me€Z}
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Exercicio 2.71. Denotamos por centro do grupo (G, ) o conjunto dos ele-
mentos de G que comutam com todos os elementos de G. Ou seja,

C={a€G | paratodoz € G, az = za}
Mostre que C é subgrupo de G.

Exercicio 2.72. Seja (G, *) um grupo, e H, K subconjuntos de G. Mostre
que, se H e K sao subgrupos de G, entao H N K também é subgrupo de G.

Exercicio 2.73. Calcule a tabela de Cayley para o grupo G = {e, a,b,b b, ab,ab? ab3}
onde
a?=e bt=¢ ba=ab®

Exercicio 2.74. Monte o diagrama de Cayley para o grupo G do exercicio
2.73.

28/09/2017 (Bianca)

Exercicio 2.75. Sejam G grupo e a € G, e suponha o(a) = n € N. Existem
exatamente n poténcias diferentes de a.

Sejam a, b elementos de um grupo G. Prove o seguinte:
Exercicio 2.76. o(a) = 1 sse a = e.
Exercicio 2.77. Se o(a) = n, entdo a" " = (a") L.

Exercicio 2.78. o(a) = o(bab™!).

Exercicio 2.79. A ordem de ab é a mesma que a ordem de ba.

02/10/2017 (Jp)

Exercicio 2.80. Recorde a defini¢do para a™:

CL0:€

Abaixo temos uma defini¢do alternativa, executando o passo recursivo a
esquerda:

Mostre que essa nova definicao é equivalente a usual.
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Exercicio 2.81. Prove que, se a é o inico elemento de G com ordem k, entao
a esta no centro de G. (Recorde a definigdo de centro dada no exercicio 2.71)

04/10/2017 (Jp)
Seja G um grupo, a um elemento de G.

Definicao 2.82 (Teorema). Para todo n,m € Z, a™ = a” se e somente se
m =n (mod o(a)).

Exercicio 2.83. Prove o teorema 2.82.

Para os exercicios abaixo, assuma que as varidveis nao-introduzidas sao
inteiros quaisquer.

Exercicio 2.84. Prove que o(a*) | o(a).

Exercicio 2.85. Seja p um primo. Prove que se ¢ # e e a? = e, entao
o(a) = p.

Exercicio 2.86. Seja n um ndmero impar. Prove que se o(a) = n, entao
o(a®) = n.

Exercicio 2.87. Prove que se o(a) = km, entdo o(a*) = m.

k

Exercicio 2.88. Prove que se o(a) = km e a"" = e, entdo m | r.

Exercicio 2.89. Prove que se m { o(a), entdo m { o(a”).

05/10/2017 (Bianca)

Exercicio 2.90. Seja G grupo e H < (G. Defina:

a~b g ab™' € H.

(a) Prove que ~ é uma relacao de equivaléncia.
(b) Prove que para todos os a,b € G-

(i) seac Hebe H, entdo a ~ b.
(ii) sea € H eb¢ H, entao a ¢ b.

Exercicio 2.91. Se G é um grupo de ordem n. Prove que G é ciclico sse G
tem um elemento de ordem n.
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Exercicio 2.92. Prove que todo grupo ciclico é abeliano.

Exercicio 2.93. Se G = <a> e b € GG, a ordem de b é um fator da ordem de
a.

09/10/2017 (Bianca)
Exercicio 2.94. Seja G grupo e ) # H C G. Prove que
H<G <= (Va,be H)[ab™" € H].

Exercicio 2.95. Mostre que < é uma relacao de ordem:

(i) G <G.

(i) K<H& H<K = K<G.

(ii) H<G& G<H — H=G.
Exercicio 2.96. Prove que a ordem de ¢~! é a mesma que a ordem de a.
Exercicio 2.97. Sejam G grupo, a € G e m € Z. Prove que

a" =e < o(a) | m.

Exercicio 2.98. Se aP = e onde p é um nimero primo, entao a tem ordem p

(a #e).

Exercicio 2.99. A ordem de a* é um divisor (fator) da ordem de a.

09/10/2017 (Jp)

Exercicio 2.100. Seja H uma familia de subgrupos de G. Mostre que sua
intersegao (|H é um subgrupo de G.

Exercicio 2.101. Prove que G ¢é abeliano se e somente se, para todo a e b
em G, (ab)"t=a"tb L.

Exercicio 2.102. Enumere todos os subgrupos ciclicos de (Z10,+)
Exercicio 2.103. Mostre que Z;10 é gerado por 2 e 5.

Exercicio 2.104. Suponha que um grupo G é gerado por dois elementos a e
b. Prove que se ab = ba entao G é abeliano.
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11/10/2017 (Jp)

Exercicio 2.105. Seja G um grupo e a, b elementos de G tal que b = a* para
algum k € Z. Prove as seguintes afirmacoes:

.« () C(a)

o o(b) | oa)

o (a) = (b) se e somente se a € (b)

o {(a) = (b) se e somente se o(a) = o(b)

e (a) = (b) se e somente se k e o(a) sdo coprimos.

16/10/2017 (Jp)

Exercicio 2.106. Para cada um dos itens abaixo, enumere as coclasses de H.
e H <S5 H={id,p}
o H <S5, H=/{id,,?*}

0H§215,H:<5>

H<Z H=(3)
e H<R H=7

H<R* H={2" | neZ}

H<RH=(})

17/10/2017 (Bianca)
Exercicio 2.107. Prove que se a € Hb, entao Ha = Hb.
Exercicio 2.108. Prove que Ha = H sse a € H.

Exercicio 2.109. Seja G grupo finito. Se G tem ordem n, entdo z™ = e para
todo x € G.

Exercicio 2.110. Prove que V/2 é irracional.

Exercicio 2.111. Prove que:
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(i) alb&alc = alb+c
(i) alb = a|—-b

(iii) a|b& b|c = a|c

18/10/2017 (Jp)

Exercicio 2.112. Suponha que G tem ordem pg, onde p e ¢ sdo primos.
Mostre que G ¢ ciclico ou todo elemento de G tem ordem p ou gq.

Exercicio 2.113. Seja G um grupo de ordem 4. Mostre que G ¢ ciclico ou
todo elemento de G é o préprio inverso. Conclua que G é abeliano.

Exercicio 2.114. Suponha que G tem um elemento de ordem p e um elemento
de ordem ¢, onde p e g sao primos distintos. Mostre que a ordem de G é
multiplo de pq.

Exercicio 2.115. Suponha que G tem um elemento de ordem k e um elemento
de ordem n. Mostre que a ordem de G é multiplo de mme(k,n).

Exercicio 2.116. Seja p um primo. Prove que, em qualquer grupo finito, o
nimero de elementos de ordem p é multiplo de p — 1.

19/10/2017 (Bianca)
Exercicio 2.117. Prove os seguintes:
(i) se a | b, entao |a| < [b], com b # 0
(ii) sea|bea|c entdo a| (bx + cy), para z,y € Z.

Exercicio 2.118. Mostre que a soma de trés nimeros consecutivos é divisivel
por 3.

Exercicio 2.119. Prove que para qualquer inteiro n fmpar, n? é da forma
8m + 1, para algum inteiro m.
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23/10/2017 (Jp)

Exercicio 2.120. Verifique se as seguintes fungoes definem homomorfismos.
Nos casos em que forem homomorfismos, determine o kernel.

e R* é 0 grupo multiplicativo dos reais ndo-nulos. ¢ : R* — R*, ¢(z) = 22

e ¢:R* = R* ¢(x) = 2%.
e Seja G um grupo abeliano. ¢ : G — G, ¢(x) = a°.

Exercicio 2.121. Seja G um grupo, e g um elemento fixo de G. Defina
¢ : G — G onde ¢(z) = grg~'. Prove que ¢ é um isomorfismo de G em G.

24/10/2017 (Bianca)

Exercicio 2.122. Se H < G de indice 2, entao H < G.

Exercicio 2.123. Se H < Ge N dG,entao HNN < H.

Exercicio 2.124. Se (a,c) =1 e ¢ | ab, entdo c | b.

Exercicio 2.125. Sea | m, b|m e (a,b) =1, entdao ab | m.

Exercicio 2.126. Prove que ax + by = ¢ tem solugoes sse (a,b) | c.
Exercicio 2.127. Sea > 0 e a | b, entao (a,b) = a.

Exercicio 2.128. Se ab = 0 (mod p), onde p é primo, entdao a = 0 (mod p)

oub=0 (mod p).

26/10/2017 (Bianca)
Exercicio 2.129. Seja G grupo e H, K < (G. Prove que
HK =KH <— HK <G

Exercicio 2.130. Seja G grupo e N um subgrupo normal de G. Prove que
para todo x € G, ¥? € N sse todo elemento de G/N é seu préprio inverso.

Exercicio 2.131. Se ¢ : G — H é um homomorfismo, prove que para todo
elemento a € G, a ordem de ¢(a) é um divisor da ordem de a.

Exercicio 2.132. Se ¢ : G — H é um epimorfismo, prove que:
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(i) Se G ¢é abeliano, entdo H ¢é abeliano.

(ii) Se G é ciclico, entao H é ciclico.

(iii) Se todo elemento em G é o seu préprio inverso, entao todo elemento em
H é o seu préprio inverso.

30/10/2017

Notagoes:

(Jp)

e R é o grupo aditivo dos reais.

e R* é o grup

9)(x) = f(z

o multiplicativo dos reais.

F(R) é o grupo das fungoes de R em R com a operacao +, onde (f +

)+ g(x).

D(R) é o subgrupo de F(R) das fungoes derivaveis/diferencidveis.

R xR é o grupo aditivo dos pares ordenados de reais, com (a, b)+(x,y) =

(a+z,0+y)

e Ms,o é o grupo multiplicativo das matrizes reais 2 x 2 inversiveis.

Prove que cada uma das seguintes fungoes é um homomorfismo de grupos,
e descreva seu kernel.

Exercicio 2.133
Exercicio 2.134
Exercicio 2.135

Exercicio 2.136

31/10/2017

Exercicio 2.137
a < +/n tal que a

Exercicio 2.138

Exercicio 2.139

. A funcao ¢ : F(R) — R dada por ¢(f) = f(0).

. A fungio ¢ : D(R) — F(R) dada por ¢(f) = L.

. A funcdo ¢ : R x R — R dada por ¢(z,y) =z + y.
. A funcdo ¢ : Maxa — R*, dada por ¢(A) = det(A).

(Bianca)

. Se n é um inteiro composto, entao existe um a natural com
| n.

. Para todo n € N e todo impar k € Z, k™ é impar.

. Prove ou refute:
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(i) alb+c&alb—c = alb
(ii) a|b+c&a|b+2c = a]b.
Exercicio 2.140. Sejam a,b € Z. Prove que:
(a,b) = (a,a +b).

01/11/2017 (Jp)

Exercicio 2.141. Denotamos por B* como o conjunto de todas as palavras
bindrias. Uma definigdo recursiva para esse conjunto é a seguinte:

B* =X |B*0|B*1

Definimos também uma operacao de concatenacao para esse conjunto,
dada por - : B* x B* — B* onde

lL.z-A=u

2. z- (w0) = (z-w)0

3.z (wl) = (z-w)l

Mostre que (B*, -, A) é um mondide.
Exercicio 2.142. Tome ¢ : B* — N dado por

1. ¢(A) =0

2. p(wl) =w+w

3. p(wl) =w+w+1
Determine se ¢ é um homomorfismo de mondéides de (B*, - , A\) em (N, +,0).
Exercicio 2.143. Sejam (G, -¢) e (H, y) dois grupos.

e Mostre que o conjunto dado pelo produto cartesiano G x H com a
operacao (g, h1) - (g2, h2) = (91 - g2, h1 - h2) também é um grupo.

e Mostre que existe um subgrupo de G x H isomérfico a G. (Sao duas tare-
fas: a primeira é mostrar que o subconjunto encontrado é um subgrupo;
a segunda é mostrar que esse subgrupo ¢ isomérfico a G)

Exercicio 2.144. Seja G = <G, -, €, _1> um grupo. Defina uma nova operagao
PG x G — G tal que x -°Py =y - x. Mostre que GP = <G, 'Op,e,_1> é um
grupo, e que ¢é isomoérfico a G.
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06/11/2017 (Jp)

Definigao 2.145. Teorema Fundamental da Aritmética: todo inteiro maior
que 1 pode ser escrito como um 1inico produto de primos.

Exercicio 2.146. Fornega uma prova para o Teorema Fundamental da Aritmética.

07/11/2017 (Bianca)
Sejam G, H e K grupos. Prove os seguintes:

Exercicio 2.147. Se ¢ : G — H e v : H — K sao homomorfismos, entao sua
composicao 1 o ¢ : G = K é um homomorfismo.

Exercicio 2.148. Para qualquer grupo G, a fungdao ¢ : G — G dada por
©(z) = e é um homomorfismo.

2

Exercicio 2.149. A fungao ¢ : G — G dada por ¢(x) = x* é um homomor-

fismo sse GG é abeliano.

Exercicio 2.150. Seja H um subgrupo de G. H é normal sse ele tem a
seguinte propriedade: Para todos os a,b € G, ab € H sse ba € H.

Exercicio 2.151. Se a é um elemento arbitrario de G, <a> é um subgrupo

normal de G sse a tem a seguinte propriedade: Para todo z € G, existe um

inteiro positivo k tal que za = a*x.

Exercicio 2.152. Prove que em qualquer anel, a(b—c) = ab—ace (b—c)a =
ba — ca.

Exercicio 2.153. Prove que em qualquer anel, se ab = —ba, entdo (a +b)% =
(a —b)? = a® + b2
08/11/2017 (Jp)

Exercicio 2.154. Definimos 73 : R — R como a fungao 7,4(x) = ax + b.
Seja G ={14p | a,b € RAa#0}.

e Mostre que G com a operagao de composicao de fungoes forma um grupo.
e Seja N = {11, € G}. Mostre que N é um subgrupo normal de G.

e Mostre que G/N é isomérfico ao R*, o grupo multiplicativo dos reais.
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09/11/2017 (Bianca)

Exercicio 2.155. Usando o Algoritmo Estendido de Euclides, encontre o
m.d.c. dos seguintes inteiros e escreva-o como uma combinacao linear deles:

(i) 14,35

)
(i) 11,15
(iii) 180,252
(iv) 1001, 7655

Exercicio 2.156. Se a,b € Z com b > 0, entao (a,b) = (b,r), onde r é o resto
da divisao de a por b.

13/11/2017 (Jp)

Exercicio 2.157. Prove cada item:
e R=.RT.
e [a,b] =, [c,d],onde a < bec<d.
e NxN=_N.

Exercicio 2.158. Para cada item abaixo, descreva uma estratificagdo que
permita enumerar os respectivos conjuntos:

e O conjunto das palavras geradas pelo alfabeto ¥ = {a,b, ..., z}.
e O conjunto de triplas de naturais, N x N x N.
Exercicio 2.159. Seja G um grupo ciclico infinito. Mostre que G é contavel.

Exercicio 2.160. Seja A um conjunto infinito contdvel. Mostre que Ax A =,
A.
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16/11/2017 (Bianca)

Exercicio 2.161. Se A é contavel e existe uma injegdo f : B — A, entao B
também é contével.

Exercicio 2.162. Se A é contdvel e existe uma sobrejecao f : A — B, entao
B também é contével.

Exercicio 2.163. Suponha que N <. A. Mostre que A ¢ infinito.

Exercicio 2.164. Prove que os seguintes sao equivalentes para todo conjunto

A:
(1) A é contavel
(2) A<.N

(3) Ou A =10, ou A tem uma enumeragao.

22/11/2017 (Jp)

Exercicio 2.165. Sejam A e B conjuntos tais que A C B. Mostre que
A <. B.

Exercicio 2.166. Sejam A e B conjuntos. Suponha que A e B tem pelo
menos dois elementos cada (x).

e Prove que AUB <. A x B.

e A hipdtese (*) é necesséria? Reflita e argumente.

23/11/2017 (Bianca)

Exercicio 2.167. Usando o Teorema Chinés do Resto, ache todos os inteiros
x € Z que satisfazem o sistema de congruéncias:

x=2 (mod9)
z=1 (mod 5)
x=2 (mod 4)
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Exercicio 2.168. Ache todos os inteiros x € Z com |z| < 64 que satisfazem
o sistema de congruéncias:

x=1 (mod 3)
3r=1 (mod4)
4x =2 (mod 5)

Exercicio 2.169. Sejam a, b conjuntos. Mostre que {b, {0, {a}}} é conjunto.

Exercicio 2.170. Sejam a,b,c,d conjuntos. Mostre pelos axiomas que os
seguintes também sao:

A={a,b,c, d}
B ={a,b,{c,d}}

C={z | xCaUbUcUd & z tem exatamente 2 membros} .

27/11/2017 (JIp)
Exercicio 2.171. Traduza para portugués as seguintes férmulas:

o VaIy(x & y)

o VaVy((x eyANy €z)=>x € 2)
Exercicio 2.172. Expresse cada um dos seguintes itens como uma férmula:

e O conjunto x contém pelo menos um elemento.

e Existe um conjunto com exatamente um elemento.

Exercicio 2.173. Mostre que para quaisquer conjuntos x e y, existe um tnico
conjunto cujos elementos sao exatamente x e y.

Exercicio 2.174. Seja z um conjunto. Mostre que existe um tnico conjunto
y cujos elementos sao todos os subconjuntos de x.

Exercicio 2.175. Sejam z1,xs,..., T, conjuntos, para algum natural n > 1.

e Mostre que existe um conjunto cujos elementos sao exatamente os x1, o, . . .

e Mostre que z1 Uxo U -+ U x, é um conjunto.
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28/11/2017 (Bianca)

Definigao 2.176 (Adicao e Multiplicacao). A fungao de adi¢do nos nimeros
naturais ¢ definida pela recursao

n+0=nmn, (al)
n+ (Sm)=S(n+m). (a2)

e a multiplicacao é definida em seguida, usando adicao, pela recursao

n-0=0, (ml)
n-Sm=(n-m)+n. (m2)

Exercicio 2.177. Prove que adicao ¢é associativa, ou seja, satisfaz a identidade
(n+m)+k=n+(m+k).

Exercicio 2.178. Mostre que, para todo natural n, 0 +n = n.

Exercicio 2.179. Prove que, para todos n,m, n + Sm = Sn + m.

Exercicio 2.180. Prove que adicdo é comutativa, ou seja, satisfaz a identi-
dade
n+m=m+n.

29/11/2017 (Jp)

Exercicio 2.181. Defina recursivamente a funcao d : N —+ N que dobra sua
entrada. Verifique que d(3) = 6.

Exercicio 2.182. Defina recursivamente a multiplicacdo _-_: N> — N. Veri-
fique que 2-3 = 6.

Exercicio 2.183. Demonstre as seguintes propriedades para a multiplicagao:
e Associatividade
e Comutatividade
e Distributividade sobre adi¢ao (+)

Exercicio 2.184. Mostre que d(n) = 2 - n, para todo natural n.
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30/11/2017 (Bianca)

Exercicio 2.185. Exponenciacdo nos nimeros naturais é definida pela se-
guinte recursao no m:
n® =1, (el)
™ =n™.n. (e2)
Mostre que ela satisfaz as seguintes identidades (para n # 0):

m+k) m _ k

n( =m".-n",

Exercicio 2.186. Defina recursivamente o fatorial

fln)=1-2---(n—1) - n.
Exercicio 2.187. Suponha que (Ny,01,57) e (N2,02,52) sao dois sistemas
Peano, +1, -1, +2, -2 sdo as fungoes de adi¢ao e multiplicacao nesses sistemas,
e m: Ny » Ny é o isomorfismo “canénico” entre eles definido por

7(01) = 02,

W(Sln) = SQ?T(TL) (n € Nl).
Mostre que m é um isomorfismo com respeito a adicdo e também a multi-
plicagao, ou seja, para todos n,m € Ny,

m(n+1m)=mn(n)+2m(m), m(n-1m)=m(n)-2m(m).
Definigao 2.188. A relacdo de ordem < nos niimeros naturais é definida pela
equivaléncia
n<m && (3s)[n+s=m].

Exercicio 2.189. Suponha que (Nj,01,57) e (Ng,02,52) sao dois sistemas

Peano, <1, <5 sio as respectivas boas ordens e 7 : Ny »» Ny é o isomorfismo
candnico. Mostre que 7 é ordem-preservante, ou seja, para todos n,m € Ny,

n<;m <= w(n) <y w(m).

04/12/2017 (Jp)

Exercicio 2.190. Dizemos que um conjunto C' é cofinito em um conjunto A
sse A\C é finito. Para qualquer conjunto A definimos gq, A def {C C A | C é cofinito no A}.
Qual a cardinalidade do g.,fN?

Exercicio 2.191. Para qualquer conjunto A definimos @, A def

Qual a cardinalidade do poN?

{C C A | C éinfinito}.
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05/12/2017 (Bianca)
Exercicio 2.192. Sem usar o (ZF3), mostre que para qualquer conjunto a
existe um conjunto que tem a como seu unico elemento.

Exercicio 2.193. Considere a seguinte versao mais fraca do (ZF3):
Dados quaisquer conjuntos a e b, existe um conjunto u tal que a € u e b € wu.

Chame-a de (ZF3'). Prove que é possivel substituir o (ZF3) pelo (ZF3') sem
perder nada. Ou seja, dados objetos a, b, mostre que existe o conjunto {a, b}
que consiste exatamente nesses objetos.

Exercicio 2.194. Dado um conjunto a, justifique (usando os axiomas ZF) a
existéncia do conjunto {{z} | z € a}.

Exercicio 2.195. Para n € N, definimos o poset D, def (Dy, ; |) onde D, def
{deN|d|n}.
(i) Desenhe o diagrama Hasse de Dsy.

(ii) Ache conjunto A tal que D3y = (pA ; C), e defina um isomorfismo
@ : D3y — pA

(iii) Existe conjunto B tal que Dy = (pB ; C)? Se sim, ache o B e defina um
isomorfismo ¢ : Dy — pB. Se nao, prove que é impossivel.

(iv) Verdadeiro ou falso? Dy = ({D,, | n € N} ; C).
06/12/2017 (Jp)

Exercicio 2.196. Seja A um conjunto e ~ uma relagao de equivaléncia em
A. Mostre que A/~ <. A.

07/12/2017 (Bianca)

Defini¢ao 2.197. Um conjunto estruturado £ = (L ; V,A) é um lattice sse
para todo a,b,c € L:

(Assl) aV(bVe)=(aVb)Ve aVa=a (Idem1)
(Ass2) alN(bAc)=(aNb)Ac alNa=a (Idem?2)
(Coml) avVb=bVa (aVb)Na=a (Absl)
(Com?2) aNb=bAa (anNb)Va=a (Abs2)
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Exercicio 2.198. Seja £ = (L ; V, A) um lattice. Prove que:
(i) avb=b < aAb=a
(ii) Defina < mno L por a < bse aVb=b. Entdo < é uma relagdo de ordem.

Exercicio 2.199. Seja £ = (L ; <) um poset tal que /\ H existe para todo
H C L. Mostre que £ é um lattice.

Exercicio 2.200. Prove que podemos inferir as leis (Idem1)-(Idem2) pelas
outras.

Exercicio 2.201. Sejam P e Q posets finitos e seja ¢ : P — () um mapea-
mento bijetivo. Entao, os seguintes sao equivalentes:

(i) ¢ é um isomorfismo de ordem;
(ii) = < y em P se e somente se p(z) < ¢(y) em Q;

(iii) x —< y em P se e somente se p(x) < ¢(y) em Q.

3 2018.1
05/03/2018 (Jp)

Definigao 3.1 (Naturais). Definimos o conjunto dos naturais recursivamente,
da seguinte forma: (Nat) ::= O | S (Nat)

Exercicio 3.2. Defina a operagao de adi¢ao sobre os niimeros naturais como
definidos acima.

Exercicio 3.3. Demonstre que a adicao definida no exercicio anterior é asso-
ciativa. Isso é, mostre que para todo m, n, p naturais, m+(n+p) = (m+n)+p.

Definicao 3.4 (Lema 1 da adigao). Para todo n natural, n + 0 = n.

Definicao 3.5 (Lema 2 da adigao). Para todo m,n naturais, S(m + n) =
m —+ Sn.

Homework 3.1. Demonstre 3.4 (p. 35) e 3.5 (p. 35).

Exercicio 3.6. Demonstre que a adi¢ao é comutativa (ou seja, que para todo
m,n naturais, m +n = n +m). Use coisas que demonstramos anteriormente.
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Homework 3.2. Defina a multiplicagao, e prove sua associatividade e comu-
tatividade

06/03/2018 (Bianca)
Exercicio 3.7. Algumas defini¢oes de fungoes recursivas sao:
r+0=2z (al) z-0=0 (ml)
x+Sy=8S(x+y) (a2) x-Sy=(x-y)+z (m2)

=50 (el)
e =Y.z (e2)

Dados os lemas:
a+b=b+a (a-com)

a-(b-c)=(a-b)-c (m-ass)

prove por inducao as seguintes propriedades, indicando para cada passo o que
foi usado:

(i) a-S0=a (i) a*t¥ =a*-a¥ (iii) a®¥ = (a")".

07/03/2018 (Jp)

Exercicio 3.8. Traduza as seguintes frases para a logica de primeira ordem
da teoria de conjuntos.

1. Existe conjunto sem membros;

2. O conjunto x ndao tem membros;

3. Existe conjunto com membros;

4. Existe conjunto com exatamente um membro;

5. Os conjuntos x e y tem exatamente um membro em comum;
6. Para todos conjuntos a e b, sua uniao é um conjunto;

7. Existe conjunto que nao é igual com ele mesmo
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08/03/2018 (Bianca)

Exercicio 3.9. Suponha que A, B e C sao conjuntos. Entao AN (B\ C) =
(ANnB)\C.

Exercicio 3.10. Suponha que A C B, e A e C sao disjuntos. Prove que
ACB\C.

Exercicio 3.11. Suponha que A, B e C sdo conjuntos. Prove que se A C C
e BCC,entao AUBCC.

Exercicio 3.12. Suponha A, B e C conjuntos, A\ B C C e x arbitrario.
Prove que se x € A\ C, entdo = € B.

Exercicio 3.13. Use indugao para mostrar que para todo n > 1
nl > on-t

Exercicio 3.14. Suponha as propriedades de adi¢ao para os nimeros natu-
rais, mas que multiplicdo nao é conhecida. Entao, o seguinte pode ser usado
como uma definicao recursiva de multiplicacao:

1-b=10 (i)
(a+1)-b=a-b+b (ii)

Prove o seguinte:

(a) a-(b+c)=a-b+a-c
(b) a-1=a
(c)a-b=b-a

12/03/2018 (Jp)

Exercicio 3.15. Prove que, para todos os conjuntos A, B e C,
¢ C—(AUB)=(C—A)N(C - B)
¢ C—(ANB)=(C—A)U(C - B)

Definicao 3.16 (Diferenca simétrica). Dados A e B conjuntos, definimos
A A B tal que

e ANB &L, pertence a exatamente um dos A, B
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Exercicio 3.17. Prove que, para todos os conjuntos A e B,
AANB=(A-B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB)
Definicao 3.18 (Produto cartesiano). Dados A e B conjuntos, definimos
Ax B={{a,b) | a€ Abe B}

Exercicio 3.19. Prove que, para todos os conjuntos A e B nao-vazios, se
Ax B=DBx Aentao A= B.

13/03/2018 (Bianca)
Exercicio 3.20. Para quaisquer trés conjuntos A, B, C:
(i) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
i) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(iii) A
) C
) C

\(ANB)=A\B
(iv) C\ (AUB) = (C\ A)n(C\ B)
(v) C\(ANB)=(C\A)U(C\B)

Exercicio 3.21. Para qualquer conjunto C' e qualquer sequéncia de conjuntos
{A, | n € N}

(1) O\ (UnZo An) = MaZo(C\ An)
(i) O\ (MnZo An) = Unzo(C \ An)

14/03/2018 (JIp)
Exercicio 3.22. Prove que, para qualquer conjunto A, UpA = A.

Exercicio 3.23. Demonstre ou exiba contra-exemplos para cada uma das
seguintes assercoes, onde A e B s&o conjuntos:

e JcpA

e e A

* p(AUB) = p(A)Up(B)
* p(ANB) = p(A)Np(B)
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15/03/2018 (Bianca)

Exercicio 3.24. A x (BNC) = (Ax B)N(AxC)
Exercicio 3.25. A x (BUC) = (A x B)U (A x C)
Exercicio 3.26. (A x B)N (A x D) = (ANC) x (BN D)

Exercicio 3.27. Ax (B\D)=(Ax B)\ (A x D)

19/03/2018 (Jp)
Exercicio 3.28. Sejam P, () e R conjuntos. Considere as seguintes assergoes:
(a) PCR
(b) PUQNR)=(PUQ)NR
() (PNQ)UR=R
Verifique (isto é, demonstre ou refute) as seguintes assergoes:
e (la) implica (1b)
e (1b) implica (1a)
e (la) implica (1c)
e (lc) implica (1a)

20/03/2018 (Bianca)
Exercicio 3.29. Os numeros Fibonacci sao definidos recursivamente assim:

Fy=0
F=1
Fn+2:Fn+1+Fn

Prove que para todo n € N,

n
Z-Fi = Fpyo — 1.
=0
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Exercicio 3.30. Sejam n € N com n > 2 e n conjuntos Ay, As, ..., A,. Seja
A=A NAN---NA,

Observe que como a operagao A é (i) associativa e (ii) comutativa, o A é bem
definido. Prove que

A ={a | a pertence a uma quantidade impar de Ai’s}.

21/03/2018 (Jp)
Exercicio 3.31. Defina formalmente os operadores unarios p(—), (] e .

o0
Exercicio 3.32. Seja A,, uma familia de conjuntos. Mostre que C'\ |J A, =
n=0
o0

N (C\ An).

n=0

Exercicio 3.33. Seja A um conjunto, e A, uma sequéncia de subconjuntos
de A. Defina:

4= U N4
1=0j=1

A* = ﬂ .U'Aj
1=0 j=1

e Como descrever os elementos dos A, e A*?
e E verdade que um desses conjuntos é subconjunto do outro? Sao iguais?

Sao disjuntos?

22/03/2018 (Bianca)

Exercicio 3.34. Prove ou refute a afirmacao:
para todos os conjuntos A, B,C,se AC Be ACC,entao AC BNC.

Exercicio 3.35. Prove ou refute a afirmacao:
para todos os conjuntos A, B,C,se AC Be AC C,entao AC BNC.

Exercicio 3.36. Sejam {A,}, e {B,},, duassequéncias de conjuntos tais que,
para todon € N, A,, C Bp41.
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(a) Prove que
o o0
LL%Q[JBW
n=0 n=0

(b) Mostre que, em geral, ndo podemos concluir que

o0

o
U 4. < | Bn.
n=0 n=0

Exercicio 3.37. Prove que se (A x B)N(C x D) =), entao ANC = () ou
BND=0.

27/03/2018 (Bianca)

Exercicio 3.38. Prove que a relagao | é uma ordem parcial no N.
Exercicio 3.39. Prove que para todo n € Z, se 3 [ n, entdo 3 | n? — 1.
Exercicio 3.40. Se f: X - Y e A, B C X, entao

fI[AUB] = fIA]U f[B].

28/03/2018 (Jp)

Defini¢ao 3.41 (Parti¢dao). Dado um conjunto A, uma parti¢io de A é um
conjunto 4 de subconjuntos de A que satisfaz as seguintes propriedades:

() UA=4
(ii) paratodos X, Y € A, XNY =10
(iii) 0 ¢ A

Exercicio 3.42. Dado A = {0,1,2,3,4,5,6}, determine para cada item
abaixo se 0 mesmo configura uma particdo de A.

o A ={{0,1,2},{3},{4,5,6}}
o Ay =1{{0,1,2},{2,3,4},{4,5,6}}
o A3 =1{{0,1,2},{3,4},{5,6,7}}
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o Ay = {{07 1} ) (Z)a {27 3, 4} ) {57 6}}

Exercicio 3.43. Dado A = {{0,1},{2},{3,4,5}} particaio de A = {0, 1,2, 3,4, 5},
determine a relacdo de equivaléncia sobre A induzida por A

Exercicio 3.44. Verifique a seguinte asser¢ao: dadas duas relagoes de equi-
valéncia R e S sobre um conjunto A, sua composigdao é também uma relagao
de equivaléncia.

02/04/2018 (Jp)

Exercicio 3.45. Para cada item abaixo, verifique se 0 mesmo é bem-definido
e determina uma funcao:

e f:R— R, onde f(z) é oy tal que y? = .
e g:7 — Z,onde g(n) é om tal que n =m + 1.

e h:Nx N —= N, onde f(n,m) é o natural que divide n e m simultanea-
mente.

e m:P — P,onde P é o conjunto das pessoas, e m(p) é a mae de p.

03/04/2018 (Bianca)

Exercicio 3.46. Sejam A, B conjuntos diferentes, e f : A — B. Para cada
uma das igualdades, decida se ela é vélida ou nao, justificando sua resposta.

Exercicio 3.47. A, B, C sao trés conjuntos diferentes; f, g, h e k sdo fungoes
com os seguintes dominios e contra-dominios:

f:A—> B, g:B— A, h:A—C, k:C— B.

Duas das expressoes abaixo fazem sentido. Encontre-as e determine seus res-
pectivos dominios e contra-dominios.
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(a) kohogof
(b) kofog
(c) gofogokoh

Exercicio 3.48. A e B sao conjuntos, f : A X B —+ B x A é definida pela
fla,y) = (y, ).

Encontre a g o f e seu dominio e contra-dominio.

Exercicio 3.49.
f:R — R é definida pela f(z) = sen(x).
g : R — R é definida pela g(z) = e*.
Encontre foge go f.

Exercicio 3.50. A = {a,b,c,d}; f e g s@ao fungoes de A para A; elas sao
definidas, na forma tabular, pelas

f= a b c d _(a b c d
~\a ¢ a c 9=\ b a b a
Encontre f o g e go f na mesma forma tabular.

Exercicio 3.51. Verdade ou falso? (Prove sua resposta).
Se g o f é constante, entao pelo menos uma das f, g também é.

04/04/2018 (Jp)

Exercicio 3.52. Dados A e B conjuntos, seja X um conjunto com as seguintes
propriedades:

i) ACXeBCX
(ii) para todo conjunto Y,se ACY e BCY entdao X C Y
Mostre que X = AU B.

Exercicio 3.53. Formule e prove uma caraterizacao andloga a do exercicio
anterior para a intersegao A N B.

Exercicio 3.54. Dados A, B C U, prove:
e ANB=0sse ACB
e AUB=Usse ACB
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05/04/2018 (Bianca)

Exercicio 3.55. Cada um dos seguintes é uma funcao f : R — R. Determine:
(a) se f é ou nao injetiva, e
(b) se f é ou nao sobrejetiva.
Prove sua resposta em qualquer um dos casos.
() f(x) =20
(i) f(x) = a?
(iii) f(z) =3z +4
2z se z é um inteiro

(iv) f(z) = {

T caso contrario

Exercicio 3.56. A e B sdo conjuntos e A x B denota o conjunto de todos
os pares ordenados (z,y), onde z € A e y € B. Determine se cada um das
funcoes seguintes é ou nao (a) injetiva e (b) sobrejetiva. Proceda como no
exercicio 3.55.

(i) f: Ax B — A, definida por f(z,y) = x.
(i) f: Ax B — B x A, definida por f(x,y) = (y, )

(iii) f: A — A x B, definida por f(z) = (z,b), onde b é um elemento fixo de
B.

Exercicio 3.57. Sejam A, B,C conjuntos, f: A— Beg: B—C.
(i) Prove que se go f é injetiva, entao f é injetiva.

(ii) Prove que se g o f é sobrejetiva, entao f é sobrejetiva.

09/04/2018 (Jp)
Exercicio 3.58. Dada uma fungao f: A — B
(a) Prove que se tem f[X]\ f[Y] C f[X \ Y] para todos X,Y C A.

(b) Mostre que, se f for injetiva, se tem f[X]\ f[Y] = f[X \ Y] para todos
X,Y C A.

Exercicio 3.59. Mostre que uma funcao f : A — B éinjetiva sse f[X]\ f[Y] =
fIX \ Y] para todos X,Y C A.
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10/04/2018 (Bianca)

Definigao 3.60 (Isomorfismo). Uma funcdo f : A — B é dita um isomorfismo
se existe uma funcao g : A — B tal que:

go f=ida
fog=idp

Definigao 3.61 (Inversa). Uma funcao g relacionada a f satisfazendo as
equacoes do 3.60 é chamada uma inversa de f.

Exercicio 3.62. Mostre que:
(a) Mostre que id4 é um isomorfismo.

(b) Mostre que se f : A — B é um isomorfismo, e g : B — A é uma inversa
de f, entdo g também é um isomorfismo.

(c) Mostre que se f : A — B ek : B — C sao isomorfismos, ko f: A — C
também é um isomorfismo.

Exercicio 3.63. Suponha que g: B — A e k: B — A sdo ambas inversas de
f:+A— B. Mostre que g = k.

Exercicio 3.64. Se f tem uma inversa, entao f satisfaz as duas leis de can-
celamento:

(a) Se foh= fok,entao h =k
(b) Se ho f=ko f, entao h =k

Exercicio 3.65. Mostre que em geral nao podemos afirmar que se hof = fok,
entao h = k.

11/04/2018 (Jp)

Defini¢ao 3.66 (Fungao constante). Uma fungao f : A — B é dita constante
se, para todos z,y € A, temos f(z) = f(y).

Exercicio 3.67. Tome a seguinte definicao alternativa para fungao constante:
Uma funcao f : A — B é dita constante se existe um y € B tal que para todo
x € A, temos f(x) =y.

Verifique se as duas defini¢oes sao equivalentes.
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Exercicio 3.68. Para cada item abaixo, construa um A-termo com o tipo
correspondente.

e R—- R

e R— (R—R)

R—-R)—=R

R - R) - (R - R)

(
(
(R2 - R) - R

e (R2 - R)— (R— (R—R))

Exercicio 3.69. Verifique a validade da seguinte afirmacao: Dados f : A — B
eg: B — (C,sego féconstante entao pelo menos uma das f, g também é.

12/04/2018 (Bianca)

Definigao 3.70. Se f: A — B:
Uma retracdo de f é uma funcao r : B — A tal que r o f = id 4.
Uma secao de f é uma funcao s: B — A tal que fos=idpg.

Exercicio 3.71. Se uma funcéo f: A — B tem uma secao, entao, para todo
T e para toda funcdo y : T — B, existe uma funcdo = : T — A tal que

for=y.

Exercicio 3.72. Se a funcao f: A — B tem uma retracdo, entao, para toda
funcéo g : A — T, existe uma funcdo t: B — T tal que to f = g.

Exercicio 3.73. Suponha que uma funcido f : A — B tem uma retracao.
Entao, para qualquer conjunto 1" e para qualquer par de fungées z1 : T — A,
o : T — A de qualquer conjunto T para A: se fox; = foxy entdo x1 = xa.

Exercicio 3.74. Se a funcao f : A — B tem uma retracdo, entao f é injetiva.
Homework 3.3. Suponha que a funcao f : A — B tem uma segao, Entao,
para qualquer conjunto 1" e qualquer par t1 : B = T, to : B — T de fungoes

de B para T, se t1 o f =ty 0 f entdo t1 = to.

Exercicio 3.75. Se a fungao f : A — B tem uma se¢ao, entao f é sobrejetiva.
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Exercicio 3.76. Se f : A — B tem uma retragao e se g : B — C tem uma
retracao, entao go f : A — C tem uma retragao.

Homework 3.4. Prove que a composi¢ao de duas fungoes, cada uma tendo
secoes tem, também, uma secao.

Definigao 3.77 (Funcao idempotente). Uma fungao f : A — A é chamada
de idempotente se fo f = f

Exercicio 3.78. Suponha que r é uma retracao de f (equivalentemente, f é
uma secao de r) e seja e = f or. Mostre que e é idempotente. Mostre que se
f é um isomorfismo, entao e é a identidade.

Exercicio 3.79. Se f tem tanto uma retragdo r quanto uma secao s entao
r=Ss.

16/04/2018 (Jp)
Exercicio 3.80. Prove que:

e f: B — C é injetora sse para todos h,k : A— > B, se foh= fok
entao h = k.

e g: A — B é sobrejetora sse para todos h,k: B— > C,se hog=kog
entao h = k.

17/04/2018 (Bianca)

Exercicio 3.81. Prove que a composi¢ao de inje¢bes é uma injecao, a com-
posicao de sobrejecoes é uma sobrejecao, e consequentemente, a composi¢ao
de bije¢oes é uma bijecgao.

Exercicio 3.82. Sejam A # () um conjunto e f : A — PA definida pela
equagao:

fla) = {a}
(a) f é injetora?

(b) f é sobrejetora?
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Exercicio 3.83. Seja S o conjunto de todos os strings nao-vazios de um
alfabeto X, com |X| > 2. Considere a funcao f : S x {0,1} — S definida pela:

Flw,i) = {wju ,se1 =10

w ,se1 =1

onde w’ é o string reverso de w, e onde denotamos a concatenacao de
strings por justaposicao.

(a) f é injetora?
(b) f é sobrejetora?

Exercicio 3.84. Sejam n € N, e I = {i € N|i <n}. Considere a funcao
m: 1 x A" — A definida por:

(i, ) = o iésimo elemento da tupla a = «;
(a) 7 é injetora?

(b) 7 é sobrejetora?

18/04/2018 (Jp)
Exercicio 3.85. Prove que:
e f: A— B éinjetora sse existe g : B — A tal que go f = idyx
e g: B — A é sobrejetora sse existe f: A — B tal que go f =idy

Exercicio 3.86. Mostre que o morfismo identidade id4 de uma dada X-
algebra A = (A, - 4) é um X-homomorfismo.

19/04/2018 (Bianca)

Nas questoes 3.87 a 3.89, sejam A, B,C conjuntos e sejam f : A — B e
g : B — C fungoes.

Exercicio 3.87. Prove que se g o f é injetiva, entao f ¢é injetiva.

Exercicio 3.88. Prove que se g o f é sobrejetiva, entao f é sobrejetiva.
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Exercicio 3.89. As questoes 3.87 e 3.88, juntas, nos dizem que se go f é
bijetiva, entdo f é injetiva e g é sobrejetiva. A reciproca dessa proposicao é
verdade? Se f é injetiva e g sobrejetiva, a g o f é bijetiva?

Exercicio 3.90. Sejam f: A - Beg: B — A funcoes. Suponha que
y = f(z) sse z = g(y). Prove que f é bijetiva, e g = f~1.

Exercicio 3.91. Para toda f: X — Y, e todos A, BC Y,
(a) f[AUB] = fH AU f(B]
(b) fTHANB] = f~HA]n f(B]
(c) fHANB] = fHAJ\ f7(B]

Exercicio 3.92. Para toda f : X — Y e todas as sequéncias de conjuntos
A4, C X, B, CY,

(a) f~HUnZo Bal = UnZo £ (B
(b) F7HNZo Bl = MoZo £ 1B
(c) flUnZo Anl = UpZo fAx]

23/04/2018 (Jp)

Definigao 3.93. Dada f : A — B, chamamos de nicleo de f a relacao =,
definida por x = y sse f(z) = f(y).

Exercicio 3.94. Mostre que, para toda funcdo f, seu nicleo é uma relagao
de equivaléncia.

Exercicio 3.95. Caracterize as classes de equivaléncia dos nticleos das fungoes
abaixo:

e g:Z—1Z;g(x) =2
e h: P— P onde P é o conjunto das pessoas; h(z) = o pai de =

Exercicio 3.96. Seja f uma fungao injetiva. O que podemos dizer do nicleo
de f?

Exercicio 3.97. Dado k£ > 2 natural, definimos mod; : N — N tal que
modg(n) =n mod k. Como podemos caracterizar o nicleo de mody?
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25/04/2018 (Jp)

Exercicio 3.98. Para cada relagao, determine quais das propriedades abaixo
sao satisfeitas

o reflexividade
e simetria

e transitividade
e assimetria

e antissimetria
o irreflexividade

e ciclicidade

(a) F : Rel(P,P), onde P é o conjunto das pessoas, e F'(x,y) sse x é pai de
Y.

(b) D : Rel(N,N), onde D(m,n) sse m divide n.

(c¢) I : Rel(Prop, Prop), onde Prop é o conjunto das proposigoes, e I(p, q)
sse p implica q.

(d) R:Rel(R? R?), onde R(p,q) sse p é o reflexo de ¢ pelo eixo y.

Exercicio 3.99. E possivel uma relagao bindria ser simétrica e assimétrica
ao mesmo tempo? Prove ou refute.

Exercicio 3.100. Dado ¢ € (0,1), definimos a relagdo ~. tal que x ~. y sse
|z — y| < e. Essa relagdo é reflexiva? Simétrica? Transitiva?

26/04/2018 (Bianca)

Exercicio 3.101. Proposicao: Seja X # () e ~ uma relagao no X. Se ~ é
simétrica e transitiva, entao ela é reflexiva.

Prova: Como ela é simétrica, de & ~ y, concluimos que y ~ z também.
Usando a transitivdade, de x ~ y e y ~ x, concluimos a x ~ y, que mostra
que ~ ¢é reflexiva também.

Ache o erro na prova acima e prove que a proposicao é falsa.
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Exercicio 3.102. Seja R uma relagao bindria num conjunto A. O.s.s.e.:
(i) R é uma relagao de equivaléncia;

(ii) R é reflexiva e circular;

(iii) R ¢é reflexiva e left-euclidean;

iv)

(iv) R é reflexiva e right-euclidean.

Exercicio 3.103. Sejam ~ uma relacao de equivaléncia num conjunto X, e
z,y € X. O.ss.e.

(i) z~y

03/05/2018 (Bianca)

Exercicio 3.104. Se uma nova adicdo para numeros reais, denotada pelo
sfmbolo temporario B, é definida por

ol B =2a+ 28,
ela é comutativa? E associativa?

Exercicio 3.105. Se uma nova adigdo para nimeros reais, denotada pelo
simbolo temporario H, é definida por

al B =20+ 8,
ela é comutativa? B associativa?

Exercicio 3.106. Se uma operagao para inteiros positivos, denotada pelo
simbolo temporario *, é definida por

axf= o ,
ela é comutativa? E associativa?
Exercicio 3.107. Cada uma das seguintes é uma operacao * em R. Indique

se:
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e x é comutativa;
e x é associativa;
e R tem um elemento identidade com respeito a x;
e todo z € R tem uma inversa com respeito a .
(a) zxy=xz+y+1
(b) zxy=x+2y+4
(c) zxy=|z—y|
Exercicio 3.108. Seja * uma operacao definida por
(a,b) % (¢,d) = (ac,bc+ d)

no conjunto {(x,y) € R x R| z # 0}. Proceda como no exercicio anterior.

08/05/2018 (Bianca)

Exercicio 3.109. Sejam a,b,c e x elementos de um grupo G. Em cada um
dos seguintes, encontre o valor de x em termos de a,b e c.

(i) azb=c
1

(i) z%b = za"lc

Exercicio 3.110. Se a e b estao em G e ab = ba, dizemos que a e b comutam.
Supondo que a e b comutam, prove os seguintes.

(i) a= e b~ comutam.

(ii

)

) aeb ! comutam.
(iii) @ comuta com ab.

)

(iv) wax~! comuta com zbx~!, para qualquer z € G.

Exercicio 3.111. Se G é um grupo e a,b sao elementos de G, mostre que
(ab)~' =b"ta.

Exercicio 3.112. Sejam G grupo, e a,b € G. Prove os seguintes.

52



(i) (bab=1)™ = ba™b~ !, para todo n € N.
(ii) Se ab = ba, entdo (ab)™ = a"b", para todo n € N.

(iii) Se wax = e, entdo (xa)?" = a™.

10/05/2018 (Bianca)

Exercicio 3.113. Seja A um conjunto. Mostre que pA com a operagao A é
um grupo.
Exercicio 3.114. Sejam B = {2" | m € Z} e By = B U {0}. Considere os

conjuntos estruturados

Para cada um deles, decida se satisfaz cada uma das leis (GO) — (G3).

Exercicio 3.115. Sejam G grupo, a, b, c elementos de G e e o elemento neutro
de G.

(i) Prove que se ab = e, entao ba = e.

(ii) Sejam a, b iguais aos seus préprios inversos. Prove que ba é o inverso de
ab.

Exercicio 3.116. Se G e H sao dois grupos, seu produto direto é denotado
por G x H, e definido da seguinte forma: G x H consiste em todos os pares

ordenados (z,y) onde z € G e y € H. Ou seja,

GxH={(z,y)|r€eGeyec H}

A operagao G x H consiste na multiplicagdo de elementos correspondentes:

(z,y) - (@ y) = (x- 2",y -y

Prove que G x H é um grupo.

53



15/05/2018 (Bianca)
Exercicio 3.117. Seja a elemento de um grupo G. Prove os seguintes:

(i) o(a) =1 sse a=ce.
(ii) Se o(a) = n, entdo a™ " = (a”) L.
(iii) A ordem de a~! é a mesma que a ordem de a.

Exercicio 3.118. Sejam G grupo, a € G e m € Z. Prove que
a™ =e < ofa) | m
onde o(a) denota a ordem de a no G.

Exercicio 3.119. Seja a elemento de ordem finita de um grupo G. Prove os
seguintes:
(i) Se a* = e, onde k é fmpar, entdo a ordem de a é impar.
(ii) Se a? = e, onde p é um nimero primo, entdo a tem ordem p (a # e).
(iii) A ordem de a* é um divisor da ordem de a.

)

(iv) Se o(a) = km, entdo o(a*) = m.

22/05/2018 (Bianca)

Exercicio 3.120. Mostre que < é uma relacao de ordem:

(1) GG

(2) K<H & H<G = K<(G

3 H<G & G<H — H=G

Exercicio 3.121. Nos proximos exercicios, seja G um grupo abeliano.

(i) Se H={z € G | x=a"'}, isto é, H consiste em todos os elementos
de G que sao seus préprios inversos, prove que H é um subgrupo de G.

(ii) Seja n um inteiro fixo, e seja H = {x € G | 2™ =e}. Prove que H é
um subgrupo de G.
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(iii) Suponha que H e K sao subgrupos de G, e defina HK da seguinte
maneira:

HK ={hk | he Heke K}
Prove que HK é um subgrupo de G.

Exercicio 3.122. O centro de um grupo ¢é o conjunto de todos os elementos
de G que comutam como todo elemento de G, isto é,

C={ceG | cg=gcparatodo g € G}

Prove que C' é um subgrupo de G.

24/05/2018 (Bianca)

Exercicio 3.123. Se G é um grupo de ordem n, G ¢ ciclico sse G tem um
elemento de ordem n.

Exercicio 3.124. Todo subgrupo ciclico é abeliano.

Exercicio 3.125. Seja G grupo e sejam a,b € G. Prove que se a é uma
poténcia de b, isto é, a = b*, entdo (a) C (b).

Exercicio 3.126. Seja G grupo e ) # H C G. Prove que
H <G <= (Ya,b€ H)[ab™! € HJ

Exercicio 3.127. Seja G grupo e H < G. Defina:

def _
a~b & ab e H

(i) Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia.
(ii) Prove que para todo a,b € G

(a) Seaec Hebe H, entdao a ~ b.
(b) Sea€ Heb¢ H, entao a ¢ b.
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29/05/2018 (Bianca)

Exercicio 3.128. Seja G grupo e H, K < G. Prove que:
HK=KH < HK <G

Exercicio 3.129. Seja G um grupo finito. Prove os seguintes:

1. Se G tem ordem n, entao x™ = e para todo = € G.

2. Seja o(G) = pq onde p, q sao primos. Ou G é ciclico, ou todo elemento
x # e em G tem ordem p ou gq.

05/06/2018 (Bianca)
Exercicio 3.130. Prove que todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.

Exercicio 3.131. Prove que o centro de qualquer grupo G é um subgrupo
normal de G.

Exercicio 3.132. Seja G um grupo arbitrario e H < G. Mostre que H é
normal sse ele tem a seguinte propriedade:
Para todo a,b € G, a,b € H sse ba € G

Exercicio 3.133. Se H < Ge N dG,entao HNN < H.

14/06/2018 (Bianca)

Exercicio 3.134. Seja (R;0;+;-) anel. Prove que:
(i) 0z =0 = 20
(i) (—2)y = —(zy) = 2(-y)

(i) (—2)(—y) =y

Exercicio 3.135. Um anel (B;0;+;-) com unidade é booleano sse p?> = p
para todo p € B. Prove que:

(i) p+p =0 para todo p € B. (Dica: calcule o (p + ¢)?)

(ii) B é um anel comutativo.
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Defini¢ao 3.136 (Dominio de integridade). Um anel comutativo D tal que
para todo z,y € D,

sexy=0,entdiox =0o0uy=0 (NZD)
¢é chamado dominio de integridade.

Definicao 3.137 (Dominio de cancelamento). Um anel comutativo D tal que
para todo a,x,y € D,

ax=ay& a#0 = xz=y (CL)
é chamado dominio de cancelamento.
Exercicio 3.138. Mostre que:

D é um dominio de integridade <= D é um dominio de cancelamento.

19/06/2018 (Bianca)
Exercicio 3.139. Mostre que <. é
(i) irreflexiva
(ii) transitiva
Exercicio 3.140. Mostre que A <. B < (3f)[f: A — B].

Exercicio 3.141. Mostre que se A =, B, entao pA =, pB.

21/06/2018 (Bianca)
Exercicio 3.142. Mostre que A é contavel sse A <. N.

Exercicio 3.143. Mostre que A é contdvel sse A = () ou A tem uma enu-
meragao, isto é, uma sobrejecao g : N —» A.

26/06/2018 (Bianca)
Exercicio 3.144. Se A é contavel e existe uma injegdao f : B — A, entdao B

também é contavel; em particular, todo subconjunto de um conjunto contavel
é contavel.
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Exercicio 3.145. Se A é contdvel e existe uma sobrejecao f : A — B, entao
B é contavel.

Exercicio 3.146. Sejam a,b conjuntos. Mostre que {b, {0, {a}}} é conjunto.

Exercicio 3.147. Sejam a,b, ¢c,d conjuntos. Mostre pelos axiomas que o0s
seguintes também sao:

A={a,b,c,d}
B ={a,b,{c,d}}
C={z | xCaUbUcUd & z tem exatamente 2 membros} .

Exercicio 3.148. Dado um conjunto a, justifique (usando os axiomas de ZF)
a existéncia do conjunto {{z} | = € a}.

Exercicio 3.149. Considere o axioma seguinte:
VhvtdsVe(zr € s<>x=hVazet) (ZF3%)

No sistema ZF1+ZF2+ZF3*, prove o ZF3 como teorema.

4 2018.2
09/08/2018 (Bianca)

Definigao 4.1 (Adigao). A fungao de adigdo nos nimeros naturais é definida
pela recursao
n+0=nmn, (al)

n+ (Sm)=S(n+m). (a2)
Exercicio 4.2. Prove que adicao é associativa, ou seja, satisfaz a identidade
(a+b)+c=a+ (b+c).
Exercicio 4.3. Prove que adicao é comutativa, ou seja, satisfaz a identidade
a+b=>b+a.

Exercicio 4.4. O que as afirmagoes seguintes significam? Elas sao verdadeiras
ou falsas? (O universo é N).

(a) Vay(z <y)
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09/08/2018 (Giordano)

Exercicio 4.5. Demonstre que para quaisquer inteiros a e b, valem
(i) Ofa
(ii) a|a

Exercicio 4.6. Demonstre que para qualquer inteiro n, vale que n é par se e
somente se n? é par.

10/08/2018 (Jplinha)

Exercicio 4.7. Traduza as seguintes frases para férmulas de légicas.
a) Joao foi ao supermercado, ou ficaremos sem ovos.

b) Joel vai sair de casa e nao voltara.

Exercicio 4.8. Traduza para frases em portugués as seguintas féormulas de
légica.

a) (msAl)Vs, onde s := ”Giordano é burro”e [ := ”Giordano é preguigoso”.
b) =s A(lV s), onde s e | tem a mesma defini¢ao.

c) =(sAl) Vs, onde s el tem a mesma definigao.

Exercicio 4.9. Analise as féormulas l6gicas nas seguintes afirmacoes.

a) Vamos ter um livro para ler ou tarefa para casa, mas nao vamos ter tarefas
para casa e uma prova.

b) Vocé nao vai esquiar, ou vocé vai e nao terd neve.
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c) VT £ 2
Exercicio 4.10. Mostre que
(i) pA(pVe <= p

(i) pV(pAq) < p

14/08/2018 (Josenaldo)

Defini¢ao 4.11 (divisibilidade natural). Sejam a,b € N*. Dizemos que a
divide b quando existe n € N* tal que a - n = b, e denotamos esse fato por
alb.

Exercicio 4.12. Mostre que se o digito das unidades de um nitimero natural
é par, entao o préprio nimero também o é.

Exercicio 4.13. Prove ou refute as seguintes afirmacoes:
(i) (Jz e N*)(vy € N*)[y | «]
(i) (Vo € N*)(Jy € N*)[y | ]

Homework 4.1. Prove ou refute as seguintes afirmagoes:
(i) (Fz € N*)(Vy € N*)[z | y]
(i) (Vo e N*)(Jy € N*)[z | o]

14/08/2018 (Jplinha)

Definicao 4.14 (Naturais). Definimos o conjunto dos naturais recursiva-
mente, usando a notacdo BNF, da seguinte forma:

(Nat) == 0] S (Nat)
Exercicio 4.15. Defina a operagao de adigao sobre o (Nat) definido acima.

Exercicio 4.16. Mostre que a adigao sobre o (Nat) do exercicio anterior é
associativa. Ou seja, para todos a, b, ¢ naturais, a + (b+¢) = (a +b) + c.

60



Homework 4.2. Mostre que a adigao sobre o (Nat) é comutativa. Ou seja,
para todos m,n naturais, m +n =n + m.

Homework 4.3. Ainda sobre o (Nat), defina a operacao de multiplicacao e
tente provar sua distributividade, associatividade e comutatividade.

16/08/2018 (Bianca)
Exercicio 4.17. Prove que a relacao | é uma ordem parcial no N.

Exercicio 4.18. Prove que para todo n € Z, se 3 [ n, entdo 3 | n? — 1.

Exercicio 4.19. Os numeros Fibonacci sao definidos recursivamente assim:

Fy=0
=1
Fn+2:Fn+l+Fn

Prove que para todo n € N,
n
Z Fi=Fp2—1.
i=0

Homework 4.4. Prove que e = o (mod m) é uma relacao de equivaléncia
nos inteiros.

16/08/2018 (Giordano)

Exercicio 4.20. Prove que paratodon € N, 0+1+2+---+n = n(";l).

Exercicio 4.21. Prove que para todo n € N, se n > 4, entdo n? < 2"

16,/08/2018 (Jplinha)

Definigao 4.22 (Adigao sobre (Nat)). Definimos a operacao de adi¢ao sobre
o (Nat), definido anteriormente, da seguinte forma:

n+0=mn (al)
n+Sm = S(n+m) (a2)
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Exercicio 4.23. Prove que a adigao sobre (Nat) é comutativa, isto é

(Vn,m € (Nat))[n +m = m + n]

Homework 4.5.

Definigao 4.24 (Multiplicagao sobre (Nat)). Definimos a operagao de mul-
tiplicagao sobre o (Nat) através das seguintes equagoes:

n-0=n (ml)
n-Sm=.S8Mn-m)+n (m2)

Dado a definigao de multiplicacao sobre (Nat) acima, prove que ela é
(i) Distributiva
(ii) Associativa

(iii) Comutativa

17/08/2018 (Jplinha)

Definicao 4.25 (Multiplicagao sobre (Nat)). Definimos a operagao de mul-
tiplicagao sobre o (Nat) através das seguintes equagoes:

n-0=n (m1)

n-Sm=_S(Mn-m)+n (m2)
Exercicio 4.26. Mostre que a multiplicagdo como definida acima é
(i) Distributiva
(ii) Associativa
(iii) Comutativa
Homework 4.6 (Lema «). Prove que
(Vm € (Nat))[0 - m = 0]
Homework 4.7 (Lema (). Prove que

(Vn,m € (Nat))[Sn-m = (n-m) + m)|
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21/08/2018 (Bianca)
Exercicio 4.27. Suponha que A, B e C sao conjuntos. Entao
AN(B\C)=(AnB)\C.

Exercicio 4.28. Suponha que A, B e C sdo conjuntos. Prove que se A C C
e B C C, entao
AUuBCC.

Exercicio 4.29. Suponha que A C B, e A e C sdo disjuntos. Prove que
ACB\C.
Exercicio 4.30. Para quaisquer trés conjuntos A, B, C,

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Homework 4.8. Mostre que para quaisquer trés conjuntos A, B, C,

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Homework 4.9. Suponha que A, B, C sao conjuntos. Prove que se A C C e
B C C, entao
AUuBCC.

23/08/2018 (Bianca)

Definigao 4.31 (Multiplicagao). A funcdo de multiplicagdo nos nimeros na-
turais é definida pela recursao

n-0=0, (ml)
n-Sm=(n-m)+n. (m2)
Exercicio 4.32. Mostre que a multiplicacao é associativa, ou seja, que para

todos a,b,c € N,
(a-b)-c=a-(b-c)

Exercicio 4.33. Mostre que a multiplicagao é comutativa, ou seja, que para
todos a,b € N,
a-b=b-a
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24/08/2018 (Jplinha)
Exercicio 4.34. Prove que
Vr(zr-S0=x=50-z) (id *)

Exercicio 4.35. Defina a exponenciacao nos N recursivamente.
Exercicio 4.36. Dado a definicao da questao anterior, prove que

1. VaVaVvb(zt? = 29 + 2?)

2. VaVavb(z®? = ()?)
Definicao 4.37 (< no N). Definimos a relagao < assim:

n<m < (JkeN)[n+k=m]

Exercicio 4.38. Prove que

VnVm(n < Sm <= n < moun = Sm)

28/08/2018 (Bianca)
Exercicio 4.39. Para quaisquer conjuntos A, B, C,
A\ (ANB)=A\B.
Exercicio 4.40. Para quaisquer conjuntos A, B, C,
(i) C\(AUB) = (C\A)N(C\B)
(i) C\(ANB)=(C\A)U(C\ B).
Exercicio 4.41. Prove ou refute a afirmacao:

Para todos os conjuntos A, B,C se AC Be ACC,entao AC BNC.

Homework 4.10. Prove ou refute a afirmacao:

Para todos os conjuntos A, B,C,se AC Be AC C, entao A C BN C.
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30/08/2018 (Bianca)

Exercicio 4.42. Para qualquer conjunto C' e qualquer sequéncia de conjuntos
{A, | neN}

(1) O\ (UnZo An) = MaZo(C\ An)
(i) O\ (MnZo An) = UnZo(C\ An)

Exercicio 4.43. Sejam A, B familias de conjuntos com AN B # (). Prove ou

refute a afirmacao
AclB.
Exercicio 4.44. Sejam A, B, C conjuntos. Mostre que
Ax (BUC)=(AxB)U((AxC).
Exercicio 4.45. Prove que se (A x B) N (C x D) =), entao ANC = () ou

BN D=1.

30/08/2018 (Giordano)

Exercicio 4.46. Seja A conjunto, prove que

a) 0 C A

b) ACA

Exercicio 4.47. Sejam A e B conjuntos, prove que

AUB=B << ACB «<— AnB=A4

30/08/2018 (Jplinha)
Exercicio 4.48. Sejam n € N com n > 2 e n conjuntos Ay, As, ..., A,. Seja
A=A NAN...NA,

Observe que como a operacao A é associativa e comutativa, o A é bem definido.
Prove que:

A ={a | a pertence numa quantidade fmpar de A;’s} .
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31/08/2018 (Jplinha)
Exercicio 4.49. Sejam {A,}, e {B,}, duas sequéncias de conjuntos t.q.
para todo nimero par m, A, C B,y /9

Exercicio 4.50. Prove que

C’\ r]<An:: rw((7\14n)
n=0 n=0

04/09/2018 (Bianca)

Exercicio 4.51. Sejam I, J conjuntos de indices e para cada k € T U J. Seja
Aj um conjunto. A afirmagao

LJ A = LJ‘4kr]LJ'Ak
kelnJ kel ked
é verdadeira? Responda... (1) ”sim”, e prove; (2) "nao”e refute; ou (3)
”depende”, e demonstre dois exemplos, um onde a afirmacao é verdadeira, e
outro onde nao é.

Exercicio 4.52. Sejam A, B conjuntos diferentes, e f : A — B. Para cada
uma das igualdades, decida se ela é vélida ou nao, justificando sua resposta.

(1) f=foida
(2) f=foidp
(3) f=idaof
(4) f=idpof

04/09/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.53. Sejam A, B conjuntos. Prove que p (AU B) = o (A)Up (B)
implica que A C B ou B C A.
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06/09/2018 (Giordano)

Exercicio 4.54. Prove que para todos a,b,c € N, se a | b e a | ¢, entao
a | bx + ¢y para quaisquer x,y € Z

Exercicio 4.55. Prove que para todo n € N, vale 31 2n + 3
Exercicio 4.56. Sejam a,b,c € N, prove que
alb & atc = atb+c
Exercicio 4.57. Sejam f: A— Beg: B — C, prove que
(i) f,g injetivas = g o f injetiva
(ii) f,g sobrejetivas = g o f sobrejetiva

Exercicio 4.58. Defina uma f : N — Z funcao bijetiva, isto é, prove que sua
defini¢ao realmente define uma funcao, e que é bijetiva.

06/09/2018 (Jplinha)

Exercicio 4.59. Prove ou refute: Para todo conjunto A e toda sequéncia de
conjuntos { By, }n

205 = Baos
n=0 n=0

Exercicio 4.60. Sejam I, J conjuntos de indices e para cada k € I U J seja
Aj um conjunto. Prove ou refute:

U 4 ={Ja4n 4

kelnJ kel keJ

11/09/2018 (Bianca)

Exercicio 4.61. Sejam f: A — B, h: B — A. Suponha que f tem inversa.
Mostre que f satisfaz as duas leis de cancelamento.

(a) Se foh= fok,entdo h=k
(b) Se hof=ko f,entdo h =k
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Exercicio 4.62. Sejam A # () um conjunto e f : A — PA definida pela
equagao:

fla) ={a}
(a) f é injetora?
(b) f é sobrejetora?

Exercicio 4.63. Mostre que se f tem uma inversa, entao ela é Unica.

11/09/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.64. Seja f : A — B injetiva. Prove que, para todo ¥ C B
unitdrio, o conjunto f~![Y] tem menos de dois elementos.

Homework 4.11. No Exercicio 4.64, prove que, se f é sobrejetiva, entao
f71[Y] # 0. Conclua que f ser bijetiva e Y ser unitdrio implicam que f~'[Y]
¢ unitario.
13/09/2018 (Bianca)
Exercicio 4.65. Se f: X - Y e A, B C X, entao

fIAUB] = f[A]U f[B].
Exercicio 4.66. Para toda f: X - Y, etodos A, BCY,

FHANB] = fHAN FB)

Exercicio 4.67. Sejam f: X — Y e A, B C X. Mostre que

fIAN Bl = fIA]\ f[B].

Exercicio 4.68. Para toda f : X — Y e todas as sequéncias de conjuntos
A4, C X, B, CY,

(a) f~UnZo Bnl = UnZo /(B4
(b) F7HNZo Bl = Moo £ Bn]
(c) f[UZo:o Ay = Uff;o flAn]
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13/09/2018 (Giordano)

Exercicio 4.69. Seja f: A B, defina a f~!: B — A pela

i) =a &5 f2) =y.

Prove que a f~! é funcdo com esta definicio, em seguida, prove sua bijetivi-
dade.

13/09/2018 (Jplinha)

Exercicio 4.70. Seja f: X — Y. Prove que

1) f injetiva <= para todo A C X, A = f~1[f[A]]

2) f sobrejetiva <= para todo B CY,B = f[f![B]]
Exercicio 4.71. Defina as fungoes f e g com os seguintes tipos

f:A— pA
g:pA—»A

14/09/2018 (Jplinha)
Exercicio 4.72. Defina as funcées f e g com os seguintes tipos

f:A— pA
g:pA—>» A

Sabendo que A # (), prove as seguintes afirmagoes:
(i) A f é injetiva.
(i

) A f nao é sobrejetiva.
(iii) A g é sobrejetiva.
)

i
(iv) A g nao é injetiva.

Exercicio 4.73. Sejam f: A — A. O z € A é um fizpoint (ponto fixo) da f
sse f(x) = x. Seja F' o conjunto de todos os fizpoints de f definido abaixo

F={x€A | zéum fixpoint da f}

Prove a (i) e refute a (ii)
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(i) Fc R
(i) fHFICF
Agora, supondo que f é injetiva, prove a (ii).

Exercicio 4.74. Sejam f : A — B, e duas familias indexadas de conjuntos
(A;)icr feita por subconjuntos de A e (Bj), ey feita de subconjuntos de B. Ou
seja, para todo i € I, e para todo j € J, temos A; C A e B; C B. Mostre que

(1) [Uier Al = Uses F1A]
(2) flNier Al = Nies FIA]

(3) f'Ujes Bj) = Ujey £71B)]
4) f1Njes Bil = Njes fBI]

o
Onde aparece = prove que a igualdade em geral nao é vélida, mas umas das
(C) e (D) é. Prove-a, e, supondo que f é injetora, prove a outra também.

18/09/2018 (Bianca)

Exercicio 4.75. Sejam A # () um conjunto e f : A — PA definida pela
equagao:

fla) ={a}
(a) f é injetora?

(b) f é sobrejetora?

Exercicio 4.76. Seja S o conjunto de todos os strings nao-vazios de um
alfabeto X, com |X| > 2. Considere a fungao f: S x {0,1} — S definida pela:

f(wJ):{wlw ,se1 =20

w ,set =1

onde w’ é o string reverso de w, e onde denotamos a concatenacao de
strings por justaposicao.

(a) f é injetora?
(b) f é sobrejetora?

Exercicio 4.77. Verdade ou falso? (Prove sua resposta).
Se g o f é constante, entdao pelo menos uma das f, g também é.
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18/09/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.78. Sejam A e B conjuntos e f : A — B bijetiva. Mostre que,
para todo Y C B, a imagem de Y pela f~! é igual & pré-imagem de Y pela
f. Conclua que o conjunto f~1[Y] é bem-definido.

20/09/2018 (Bianca)

Exercicio 4.79. Seja R uma relacao binaria num conjunto A. O.s.s.e.:
(i) R é uma relagao de equivaléncia;
(ii) R é reflexiva e circular;

(iii) R é reflexiva e left-euclidean.

20/09/2018 (Jplinha)

Exercicio 4.80. Sejam B,C, D conjuntos, g,h:C — De f: B —» C. Prove
a afirmacao
gof=hof = g=h

Exercicio 4.81. Seja f : A — B. As afirmagoes seguintes
(i) f sobrejetiva == f~![—] injetiva
(ii) f sobrejetiva < inf f[—] injetiva

sao verdadeiras?

Exercicio 4.82. Sejam n € N e succ : N — N a funcao sucessor. Supondo
que o leitor ndo sabe o que sao iteracoes de uma funcao, defina a funcao succ”
de um jeito simples e em seguida prove que as n iteragoes de succ, ou seja,
succ”, é igual a funcao que vocé definiu.

Homework 4.12. Qual ¢ (a extensao d)o conjunto | ;2 succ”[N]? Prove sua
afirmagao.
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04/10/2018 (Bianca)

Exercicio 4.83. Sejam ~ uma relagao de equivaléncia num conjunto X, e
z,y € X. O.ss.e.

i) z~y

(iif) =] N [y] # 0

Exercicio 4.84. Defina no (N — N) as relagoes seguintes:

FEg & (3n e N) (Ve > n)[f(z) = g(x)]
FEg & (vne N)@z > n)[f(z) = g(x)]

Para cada uma das relacoes acima, decida se ela é relacao de equivaléncia
(prove ou refute). Se é, descreva esse conjunto quociente.

04/10/2018 (Giordano)

Exercicio 4.85. Prove que para todo natural n > 4, vale 2" < n!.

Exercicio 4.86. Prove que se A é um conjunto finito, entéo |pA| = 214,

04/10/2018 (Jplinha)

Exercicio 4.87. Defina no Z x Zq a seguinte relagao

(a,b) =~ (c,d) L ad = be

mostre que essa relacao é de equivaléncia e descreva suas classes de equi-
valéncia e conjunto quociente.

Exercicio 4.88. Dadas as seguintes relacoes no (Z — Z)

fr~g & (Quez)(Vr e Z)[f(z) = gz +u)) (1)

f~g¢ﬁ>GuGNWm€Zmﬂ@=g@+uﬂ (2)

&L (Qu e Z)(Vr € Z)[f(x) = g(z) + ul (3)

fa f‘:% (Ju € N)(Vz € Z)[f(z) = g(z) + u] (4)
i)
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Homework 4.13. Sabendo que a (2) do exercicio anterior néao é nem simétrica
nem antissimétrica, construa contraexemplos que mostrem essa afirmacao.

09/10/2018 (Bianca)

Exercicio 4.89. Seja R uma preordem num conjunto A. Prove que R é
idempotente, ou seja, R = Ro R.

Exercicio 4.90. Seja S uma relagao binaria no R tal que
(S 0 89) é irreflexiva.
Qual é o grafico da S? Prove tua resposta.
Exercicio 4.91. Defina com texto completo o conjunto quociente.
Exercicio 4.92. Defina com texto completo o que é uma particao.

Exercicio 4.93. Seja ~ uma relacao de equivaléncia num conjunto A. Prove
que o conjunto quociente A/ ~ é uma particao de A.

11/10/2018 (Giordano)

Exercicio 4.94. Sejam a,b,c € N, demonstre que
alb & a|c = a|bx+ cy para quaisquer z,y € Z

Definicao 4.95 (Méximo Divisor Comum). Considere a, b e d € Z, defina
mdc(a,b) = d se, e somente se:

(i) d > 0 (nao negativo)

(ii) d | a & d|b (divisor comum)

(i) (YneN)[(n|a & n|b) = n|d] (maior em relacao a divisibilidade)
Exercicio 4.96. Seja a € N, demonstre que valem os seguintes itens:
(a) mde(a,a) =a

(b) mde(0,a) =a
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18/10/2018 (Giordano)

Exercicio 4.97 (Divisdo de Euclides). Dados inteiros a e b com b > 0, de-
monstre que existem tnicos inteiros g e r tais que

a=bqg+r, 0<r<hb.

Dica: Demonstre primeiro a existéncia no caso a > 0.

25/10/2018 (Giordano)

Exercicio 4.98 (lema de Bézout). Considere a,b € Z, demonstre que mdc(a,b) =
ax + by para alguns z,y € Z .

25/10/2018 (Jplinha)
Exercicio 4.99. Seja G conjunto e H < G. Defina no G a relacao R pela

aRb 4L wlen

Prove que R é uma relacao de equivaléncia.

Defini¢cao 4.100. Dado um grupo G, definimos seu centro Z(G) como o
conjunto de todos os membros de G que ”comutam com todos os membros de

G”:
Z(G) et {z € G | paratodo g € G, zg = gz}

Exercicio 4.101. Seja G grupo. Dada a definigdo de Z(G) acima, prova que
Z(GQ) <G.

26/10/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.102. Sejam G grupo e ) # H C G. Prove que se ab~! € H para
todos a,b € H, entao H < G.

Exercicio 4.103. Prove que se GG é um grupo, entao, para todos a,b € G,
1

ab=ba = ab ' =b"la

Homework 4.14. Prove a conversa do Exercicio 4.103.
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01/11/2018 (Jplinha)

Exercicio 4.104. Sejam m,a,b € Z. Prove que, se a = b (mod m), entao
para todo x € Z,

(i) a+x=b+2z (mod m)
(ii) ax = bz (mod m)
(iii) —a = —b (mod m)

Exercicio 4.105. Sejam m,a,k € Z e seja ¢ € Z tal que (¢,m) = 1. Prove
que
ca=cb (modm) = a=b (mod m)

Exercicio 4.106. Sejam G grupo, a € Gem € Z. Entao a™ =e <= o(a) |
m.

Exercicio 4.107. Sejam G grupo e a € G. Se o(a) = km, entdo o(a*) = m.

Exercicio 4.108. Seja G grupo. Prove que para todo a € G, {(a) < G.

08/11/2018 (Giordano)
Exercicio 4.109. Demonstre que se a, b, ¢ € Z, entao
mdc(a, mde(b, ¢)) = mdc(a, b, c)

Dica: considere d = mdc(a,b,c) e tente provar que d satizfas as condic¢oes de
ser o mdc de a e mde(b, c).

16/11/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.110. Sejam G grupo e ¢ : G — G com lei de formagdo p(x) = 2.
Prove que ¢ é um homomorfismo sse G é abeliano.

Exercicio 4.111. Sejam G grupo e N < G. Mostre que existem grupo G’ e
homomorfismo ¢ : G — G’ tais que N = ker ¢.
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22/11/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.112. Sejam G grupo e a € G. Prove, a partir dos axiomas de
grupos e sem usar lemas auxiliares, que (a’l)fl =a.

Exercicio 4.113. Sejam G e H grupos, ¢ : G — H homomorfismo e B < H.
Prove que ¢~ ![B] < G.

Exercicio 4.114. Seja F' um corpo ordenado. Prove que, para todos a,b € F,
exatamente uma das seguintes afirmacgoes é valida:

a < b;
a = b;
b < a.

23/11/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.115. Sejam F um corpo ordenado e a,b € F. Mostre que se
ab > 0, entao a e b sao ambos negativos ou ambos positivos.

Exercicio 4.116. Sejam I’ um corpo ordenado e x € F. Mostre que se = tem
a propriedade de que 0 < x < € para todo € > 0, entao x = 0.

27/11/2018 (Bianca)
Exercicio 4.117. Mostre que

A<.B < GfIf: A— B
Exercicio 4.118. Mostre que se A # (), entao:

A<.B <= (dg)lg: B — A].

30/11/2018 (Josenaldo)
Exercicio 4.119. Dado A conjunto, prove que 1 implica 2 e que 2 implica 3.

1. A é contavel;
2. A = () ou existe funcao sobrejetiva f: N — A;

3. Existe fun¢éo injetiva f: A — N.
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07/12/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.120. Considere o axioma seguinte:
ZF3* YavbVe ((a #bANb#cNc#a) = AsVe(r €s+x=aVr=bVr=rc))

a) No sistema ZF14+ZF2+4ZF3+ZF4+ZF5+ZF6, construa um conjunto de
cardinalidade 3.

b) Prove que o ZF3 pode ser substituido pelo ZF3* “sem perder nada”; isto
é, prove, no sistema ZF1+ZF2+ZF3*+ZF4+7ZF5+7ZF6, que se a € b sao
conjuntos entao {a,b} também é.

c¢) O resultado do item anterior permanece valido quando se remove o ZF5
do sistema?

Exercicio 4.121. Considere o axioma seguinte:
CONS VhVtdsVz(rx € s<>x=hVzx€t)

a) No sistema ZF1+ZF2+CONS, prove o ZF3 como teorema.
b) Mostre que é impossivel provar o CONS no sistema ZF1+ZF2+ZF3.

c) No sistema ZF14+ZF2+ZF3+ZF44+7ZF5+ZF6, prove o CONS como teo-
rema.

14/12/2018 (Josenaldo)

Exercicio 4.122. Sejam f: A— Ae F={z € A: f(z) = z}. Mostre que:
a) f[F] CF;

b) f7YF]) C F, se f é injetiva.

Exercicio 4.123. Prove que Q é um conjunto contéavel.

Exercicio 4.124. Prove que, para todo A conjunto, A <¢ pA.
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5 2019.1
13/03/2019 (Bianca)

Exercicio 5.1. Para quaisquer conjuntos A, B, C,
C\(ANB)=(C\A)U(C\ B).

Exercicio 5.2. Para qualquer conjunto C' e qualquer sequéncia de conjuntos
{A, | n € N}

Cj\(LJ-An)::rW(C”\An)
n=0

n=0

Exercicio 5.3. Para quaisquer conjuntos A, B, C,
A\ (ANB)=A\B.
Exercicio 5.4. Prove ou refute a afirmacao:

Para todos os conjuntos A, B,C se AC Be ACC(C,entao AC BNC.

14/03/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.5. Sejam C conjunto e &/ uma familia de conjuntos tal que todos
contém o C. Prove que C' C [ <.

Exercicio 5.6. Sejam &/ e % familias de conjuntos tais que &/ N % # ().
Prove ou refute:

N

Exercicio 5.7. Seja & uma familia de conjuntos tal que | J.«Z = [ <7. O que
se pode concluir a respeito de o/?

15/03/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.8. Sejam {A,}, e {B,}, duas sequéncias de conjuntos tais que
para todo m par, A,, C B,,. Prove que

o0 o0
(A S () Ba
n=0 n=0
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Exercicio 5.9. Sejam n € N, com n > 2, e n conjuntos Ai,...,A,. Além
disso, seja A = A1AAA ... AA, (observe que, como A é uma operagao
associativa e comutativa, o conjunto A é bem-definido). Prove que

A ={a | a pertence em uma quantidade impar de A;’s}

19/03/2019 (Bianca)

Exercicio 5.10. Seja {4,}, uma sequéncia (infinita) de conjuntos.

(a) Defina recursivamente uma sequéncia de conjuntos {D,}, tal que (infor-
malmente):

Dy =AgUA;U---UAg_ para todo k € N.

(b) Demonstre que para todo n € N:
o0
D, C LJAm.
m=0

Exercicio 5.11. Sejam A, B conjuntos diferentes e f : A — B. Para cada
uma das igualdades abaixo, decida se ela é véalida ou nao, justificando sua
resposta.

(i) f=foida
(ii) f = foidp
(iii) f=idso f
(iv) f=idpo f

Exercicio 5.12. Seja A uma familia de conjuntos tal que

Ua=N4

O que mais (interessante) podes concluir sobre 0 A? (Demonstre tua afirmacao).
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22/03/2019 (Josenaldo)

Definicao 5.13. Dados f : A - B ex € A, x é um ponto fixo de f se
f(z) = .

Definigao 5.14. Dada f: A — A, definem-se as iteragoes f™ como:
fO=ida
= fo
Exercicio 5.15. Sejam f: A — A e x € A. Prove que:
x é ponto fixo de f <= para todo n € N, x é ponto fixo de "

Exercicio 5.16. Seja f : N — N. Prove que:

f é sobrejetiva <= existe g: N — N tal que fog=1ida

26/03/2019 (Bianca)

Exercicio 5.17. Prove que a composicao de injecées é uma injecao; a com-
posicao de sobrejecoes é uma sobrejecao; e consequentemente, a composi¢ao
de bijecoes é uma bijecao.

Exercicio 5.18. Nas questoes seguintes, sejam A, B, conjuntos e sejam
f:A— Beg: B — C fungoes.

(i) Mostre que se g o f é injetora, entao f é injetora.
(ii) Mostre que se g o f é sobrejetora, entao f é sobrejetora.

(iii) Questoes (i) e (ii), juntas, nos dizem que se g o f é bijetora, entao f é
injetora e g é sobrejetora. A reciproca dessa afirmagao é verdadeira?

Exercicio 5.19. Sejam A # ) conjunto, n € Ny, e [ = {i € N|i < n}.
Considere a funcao m : I x A™ — A definida por:

(i, ) = mi(a) (= o iésimo elemento da tupla «)
(a) 7 é injetora?

(b) 7 é sobrejetora?
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28/03/2019 (Bianca)
Exercicio 5.20. Seja f: A — B. A afirmagéo

f bijetora <= para todo b € B, f~*[{b}] é um conjunto unitério
é verdadeira? Prove ou refute.

Exercicio 5.21. Sejam f: X — Y e {B,}, uma sequéncia de subconjuntos
de Y. Prove que:

oo o
Y Bal = () 7B
n=0 n=0
Exercicio 5.22. Sejam f : A — A um endomapa e x € A. Chamamos o
x € A um fixpoint da f sse f(z) = x. Prove ou refute a afirmacao:
2 é um fixpoint da f <= para todo n € N, 2 é um fixpoint da f".

Exercicio 5.23. Seja f: A — A e seja F' o conjunto de todos os fixpoints da

f:
F={xe€A | xéum fixpoint da f}.

Prove uma das afirmacgoes seguintes e encontre um contraexemplo para a outra:
(i) fFUF]CF
(i) fTHF] 2 F

Prove que se f é injetora, ambas as afirmacoes sao verdadeiras.

28/03/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.24. Seja f : A — B. Prove que existem conjunto C e fungoes
e: A— C injetiva e m : C' —» B sobrejetiva tais que f = moe.

Exercicio 5.25. Sejam f : A —» B bijetiva e Y C B. Prove que
Y {f ' lyey}

Homework 5.1. Prove a outra inclusao do Exercicio 5.25, isso é, mostre que

{f'w|yeY}C Y]
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29/03/2019 (Josenaldo)
Exercicio 5.26. Seja f : A — B. Prove que:
f(=) é sobrejetiva <= f~![—] é injetiva

Exercicio 5.27. Sejam f: A — A e F, o conjunto de todos os pontos fixos
de f, isso é,

F={reA|f@)=x)

Para cada uma das afirmagoes a seguir, demonstre-a ou prove que, em geral,
nao é valida:

|
=
N

F
F

-
=
U

01/04/2019 (Jplinha)

Definicao 5.28. Definimos os numerais Nat para representar os numeros
naturais com uma definicao indutiva:

e 0 é um Nat;
e Sen é um Nat, entdao Sn é um Nat;

e Nada mais é Nat.

Alternativamente, podemos usar a notacdo BNF para definir o Nat como
segue:
(Nat) =:=0 | S (Nat)

Exercicio 5.29. Defina recursivamente as operacoes de adicao e multiplicagao
no Nat.

Exercicio 5.30. Descreva formalmente (com férmulas de légica), o que sig-
nifica afirmar que a adigdo (definida no exercicio anterior) é associativa e em
seguida demonstre que ela realmente é.
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02/04/2019 (Bianca)

Exercicio 5.31. Seja f : A — B tal que f[A] é um singleton (conjunto
unitario) ou f~![B] é um singleton. O que interessante podes concluir sobre
a f? (Demonstre tua afirmagao).

Exercicio 5.32. Seja fungao f : A — B. Demonstre se f tem um o-inverso
pela esquerda f, entdo f é injetora. O converso é vélido...Sempre? Nunca?
Quando? (Justifique sua resposta). Se adicionalmente, o inverso esquerdo fr
¢ injetivo, podemos concluir que f ¢é bijetora?

Exercicio 5.33. Seja f: A — A endomapa tal que f3 = idy.
(i) Dé um exemplo disso com f # id4.

(ii) A afirmacao “f é bijetora” é verdadeira? Se sim, demonstre; se nao,
refute; se os dados nao sao suficientes para concluir, mostre um exemplo
e um contraexemplo.

02/04/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.34. Defina no Z x Zq a relagao

(a,b) = (c,d) &L ad = be

Mostre que a ~ é uma relacdo de equivaléncia e descreva suas classes de
equivaléncia: Z x Zo“=""

Exercicio 5.35. Defina no (N — N) as relacoes seguintes:
v def
f=g9 < @neN)(Ve =n)[f(z) = g(z)]

FEg & (vne N)Ez > n)[f(z) = g()]

Para cada uma das relagoes acima, decida se ela é relacao de equivaléncia
(demonstre caso seja, refute caso contrario). Se é relagdo de equiavaléncia,
descreva seu conjunto quociente.
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04/04/2019 (Bianca)
Exercicio 5.36. Seja R uma preordem num conjunto A. Prove que R é
idempotente, ou seja, R = Ro R.

Exercicio 5.37. Proposi¢ao: Seja X # () e ~ uma relagdo no X. Se ~ ¢
simétrica e transitiva, entao ela é reflexiva.

Prova: Como ela é simétrica, de x ~ y, concluimos que y ~ z também.
Usando a transitivdade, de x ~ y e y ~ x, concluimos a x ~ ¥y, que mostra
que ~ ¢é reflexiva também.

Ache o erro na prova acima e prove que a proposicao é falsa.

Exercicio 5.38. Considere a o como uma operacao bindria nas relagoes
bindrias num conjunto A. Ela tem identidade? Ou seja, existe alguma relagao
binaria I no A tal que para toda relagdo R no A,

IoR=R=RolI?

Se sim, defina essa relacao I e prove que realmente é. Se nao, prove que
nao existe.

Exercicio 5.39. Defina formalmente as “poténcias” R"™ de uma dada relagao
bindria R em um conjunto, informalmente definida por:

z(R™)y PLN z(Ro---0oR)y,

vélida para todo n € N.
Exercicio 5.40. Seja S uma relagao binaria no R tal que

(S 0 59) ¢ irreflexiva.

Qual é o grafico da S? Prove tua resposta.

05/04/2019 (Josenaldo)

Definicao 5.41. Dados A e B conjuntos, e R e S relagoes de A para B,
definem-se:

R<S &% (Yae A)(Vbe B)aRb = a S b

Dom(R) et {a € A | existe b € B tal que a R b}

Ran(R) e {b € B | existe a € A tal que a R b}
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Exercicio 5.42. Dados A e B conjuntos, e R uma relagao de A para B, prove
que Dom(R) C Ran(R?).

Homework 5.2. Prove a inclusao contraria no Exercicio 5.42.

Exercicio 5.43. Sejam A e B conjuntos, e R e S, relacbes de A para B.
Mostre que:
R<S <« RI< g9

Homework 5.3. No contexto do Exercicio 5.43, prove que R? < §9 «—
R<S.

Definigao 5.44. Dados A e B conjuntos, define-se a relacao 04,5 de A para
B tal que, para todosa € Aeb € B,

04,8(a,b) &g #a

Exercicio 5.45. Sejam A, B e C conjuntos, e R e S relagoes de A para B e
B para C, respectivamente. Prove que:

Ran(R) NDom(S) =0 = RoS=04c

Homework 5.4. Prove a afirmacao conversa do Exercicio 5.45.

09/04/2019 (Bianca)

Exercicio 5.46. Sejam ~ uma relacao de equivaléncia num conjunto X, e
z,y € X. O.s.s.e.

(i) z~y

(iii) [z] N fy] # 0

Exercicio 5.47. Seja f : A — B uma fungao. Defina ~ por a ~ b sse f(a) =
f(b). Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia em A e descreva suas classes
de equivaléncia.

Exercicio 5.48. No conjunto R, defina ~ por a ~ b sse a — b € Z. Mostre
que ~ é uma relacao de equivaléncia e descreva suas classes de equivaléncia.
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Exercicio 5.49. Seja R uma relacao binaria num conjunto A. O.s.s.e.:
(i) R é uma relagao de equivaléncia;
(ii) R é reflexiva e circular;

(iii) R é reflexiva e right-euclidean.

11/04/2019 (Bianca)

Exercicio 5.50. Defina com texto completo o conjunto quociente.
Exercicio 5.51. Defina com texto completo o que é uma particao.

Exercicio 5.52. Seja ~ uma relacao de equivaléncia num conjunto A. Prove
que o conjunto quociente A/~ é uma particao de A.

Exercicio 5.53. Considere as relagoes seguintes no (Z — Z):

frg &5 Bue) (Ve e Z)[f(z) = g(a +u)]

FRg & Qe (Ve e 2)flx) = g(x) + ]

Prove que uma delas é uma relacao de equivaléncia e que a outra é uma relagao
de ordem.

11/04/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.54. Seja R uma relagdo bindria num conjunto A. Prove que, se
R é transitiva, entdo Graph(R o R) C Graph(R).

Exercicio 5.55. Seja ~ uma relacao de equivaléncia num conjunto A. Prove
que A/~ é uma partigao de A.

12/04/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.56. Seja &/ uma particdo de um conjunto A. Prove que existe
relacdo de equivaléncia ~ tal que &/ = A/~.
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16/04/2019 (Bianca)
Exercicio 5.57. Seja D um conjunto. Mostre que (pD, /) é um grupo.

Exercicio 5.58. Sejam G grupo e a,b € G. Mostre que (bab™!)" = ba™b~ !,
para todo n € N.

Exercicio 5.59. Se G e H sao dois grupos, seu produto direto é denotado
por G x H, e definido da seguinte forma: G x H consiste em todos os pares
ordenados (z,y) onde z € G e y € H. Ou seja,

GxH={(z,y)|recGeyc H}

A operacao G x H consiste na multiplicacao de elementos correspondentes:

(%,y) ’ (x/ayl) = ($ : xlvy ’ y/)

Prove que G x H é um grupo.

23/04/2019 (Bianca)

Exercicio 5.60. Seja a elemento de um grupo G. Prove os seguintes:
(i) o(a) =1 sse a=ce.
(ii) A ordem de a~! é a mesma que a ordem de a.

Exercicio 5.61. Sejam G grupo e H uma familia de subgrupos de G. Mostre
que H <G.

Exercicio 5.62. Seja G grupo e H < (. Defina:

f _
a~b<d:e>ab leH.

(a) Prove que ~ é uma relacao de equivaléncia.
(b) Prove que para todo a,b € G:

(i) sea€e Hebe H, entdao a ~ b.
(ii) sea € H eb¢ H, entao a % b.
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25/04/2019 (Bianca)

Exercicio 5.63. Se G é um grupo de ordem n, G é ciclico sse G tem um
elemento de ordem n.

Exercicio 5.64. Todo subgrupo ciclico é abeliano.

Exercicio 5.65. Sejam G grupo e H < G. Sejam a,b € G. Mostre que:
(i) a € Hb <= Ha = Hb
(i) Ho = Hb <= a=b (mod H)

(iii) aH = Ha & bH = Hb = (ab)H = H(ab)

29/04/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.66. Sejam a,b,c,xz,y, m € Z, demonstre os seguintes:

1

2) al0

3) alb = albx

6) alb& alc = albr+cy

(
(
(
4) alb = a|-b& —alb
(
(
(7) alb & b#0 = |a] < ||
(

)
)
)
)
5) alb& alc = albtc
)
)
)

8) Se m # 0, entao: a | b <= ma | mb
Exercicio 5.67. Para todos a,b, c € Z, demonstre que
ala

alb& blc = alc

Se a,b € N, demonstre que

alb& bla = a=0b
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30/04/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.68. Seja G grupo. Prove que, para todo a,b € G,
ab=e = ba=c¢e

Exercicio 5.69. Seja G grupo. Prove que {x eG|xz= x_l} <G.

09/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.70. Sejam A e B grupos. Prove que se ¢ é um homomorfismo
de A para B, entao:

(i) ¢(ea) =eB
(i) ¢(z71) = (o))"

Exercicio 5.71. Considere os grupos R = (R\ {0};:) e Z =(Z\ {0};+), e
(2)r e (2)z os subgrupos de R e Z, respectivamente, gerados por 2. Prove
que (2)g e (2)z sao isomorfos.

10/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.72. Seja G grupo e () # H C G. Prove que se ab~—! € H é valido
para todos a,b € H, entao H < G.

Exercicio 5.73. Sejam G grupo e N < (G. Prove que a operagao * tal que,
para todos a,b € G,

(Na) * (Nb) & N(ab)

é bem-definida.

13/05/2019 (Jplinha)

Exercicio 5.74 (Lema de Euclides). Sejam a,b € Z com b > 0, entao (a,b) =
(b,r), onde r é o resto da divisao de a por b.
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14/05/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.75. Sejam a,b,c € Z. Se a|be (a,b) =1, entdo a | c.
Exercicio 5.76. Sejam a,b € Z. Se a = bq + r, para alguns q,r € Z, entao

(a,b) = (b,1).

16/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.77. Sejam a,b € N tais que a > b. Prove que mdc(a,b) =
mdc(b, a mod b), em que a mod b denota o resto da divisao de a por b.

17/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.78. Sejam F' um corpo ordenado e a,b € F. Mostre que exata-
mente uma das seguintes afirmagoes é vélida:

a < b; a=b; b<a
Exercicio 5.79. Sejam F' um corpo ordenado e a,b,c € F. Mostre que:

a<b&c>0 = ac<bc

Exercicio 5.80. Sejam F' um corpo ordenado e x € F. Mostre que, se
0 < x < e para todo € € F tal que € > 0, entao x = 0.

20/05/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.81. Sejam a,b,p € Z. Se p é primo e p | ab, entdo p | a ou p | b.

Exercicio 5.82 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo n € N, com
n > 1, pode ser escrito como um tnico produtério de primos, a menos de
ordem.

21/05/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.83. A sequéncia dos primos ¢ infinita.

Exercicio 5.84. Seja n € Ny tal que n nao é primo. Logo, n possui um
fator primo menor ou igual a \/n.
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23/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.85. Prove que, para todos k > 1 e n > 2, é vélido que (n — 1) |
k
n" — 1.

5

Exercicio 5.86. Mostre que n° — n é divisivel por 30 para todo inteiro n.

Exercicio 5.87. Mostre que, para todos n € N, k € N*,
nk—1= (n—l)(nk_l+nk_2+---+n1+1>

Exercicio 5.88. Mostre que, para todos a, b, ¢ € Z tais que ab # 0 e (a+c)b #
0, se b| c entdao (a+ ¢,b) = (a,b).

24/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.89. Prove que pN nao é enumeravel.

Exercicio 5.90. Seja ~ uma relagao de equivaléncia em N. Prove que N/~
¢ enumeravel.

27/05/2019 (Jplinha)

Definicao 5.91. Sejam a,b € Z e m € Nsg. Dizemos que a é congruente a
b modulo m se, e somente se, m | (a — b). Denotamos essa relagao por a = b
(mod m) ou a =, b.

Exercicio 5.92. Se a,b sdo inteiros, temos que a =, b se, e somente se,
a = b+ mk, para algum k € Z.

Exercicio 5.93. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 0. As seguintes sentencas sao
verdadeiras:

(i) a=m a;
(ii) Se a =, b, entao b =, q;
(iii) Se a =, be b=, c, entao a =, c.
Homework 5.5. Sejam a,b,c € Z e m € Ny tal que a =, b, entao:

(1) a+CE7rLb+C
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(i) a—c=nb—rc

(iii) ac =y, be

28/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.94. Sejam a,b,m € Z, com m > 0. Considere as seguintes
definigoes de congruéncia:

azb(modm)gme—a) (5)
L4 6 o resto da divisao de a por m (6)

” [43

Para cada uma das perguntas seguintes, responda “sim”, “nao” ou “depende”:
1. 5 = 67
2. 6 = 57

Exercicio 5.95. Prove que (R — R) =. pR.

30/05/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.96. Sejam a, b, k e m inteiros tais que m > 0 e a =b (mod m).
Mostre que a* = b* (mod m).

Exercicio 5.97. Considere o axioma seguinte:
CONS VhVt3sVax(z € s<>x=hVzxeEt)

a) No sistema ZF1+ZF2+CONS, prove o ZF3 como teorema.
b) Mostre que é impossivel provar o CONS no sistema ZF1+ZF2+ZF3.

c) No sistema ZF14+ZF2+4+7ZF34+7ZF4+7ZF5+7ZF6, prove o CONS como teo-
rema.

Exercicio 5.98. Mostre que po,N nao é enumerdvel, em que poo A = {X C A| X é infinito}
para qualquer conjunto A.
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03/06/2019 (Jplinha)
Definicao 5.99. Se a e b sao dois inteiros com a =, b, dizemos que b é
residuo de a médulo m.

Defini¢ao 5.100. O conjunto dos inteiros {rg,...,7s_1} é um sistema com-
pleto de residuos modulo m se

(i) ri #Zm rj parai # j
(ii) para todo inteiro n existe um r; tal que n =, r;.

Exercicio 5.101. Se k inteiros rg,...,7;_1 formam um sistema completo de
residuos médulo m, entao k = m.

04/06/2019 (Jp)
Exercicio 5.102. Usando os ZF1+7ZF2+7ZF3+7ZF5, podemos construir con-

junto com cardinalidade finita, arbitrariamente grande?

Exercicio 5.103. Usando os ZF1+ZF2+7ZF3+Z7ZF5, podemos construir con-
junto com cardinalidade finita, qualquer?

Exercicio 5.104. Usando os ZF1+ZF2+7ZF4+7ZF5, podemos construir con-
junto com cardinalidade finita, qualquer?

06/06/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.105. Considere o axioma seguinte:
CONS VhVtdsVax(z € s>z =hVzeEt)

Mostre que, no sistema ZF1+ZF2*4+ZF3+ZF4+7F5+7ZF6, o ZF2 é um teo-
rema.

Exercicio 5.106. Seja a conjunto. Prove que, no sistema ZF14+ZF2+ZF4+7F5+7F6,
{a} também o é.

Exercicio 5.107. Sejam a, b, ¢ e d conjuntos. Prove, pelos axiomas ZFC,
que os seguintes também o sao:

a) A={a,b,c,d};
b) B ={a,b,{c,d}};

¢c) C={z|xCaUbUcUd& z tem exatamente dois membros}.
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06/06/2019 (Jp)
Exercicio 5.108. Prove os seguintes itens:
e 0eN

e S:N—N

Homework 5.6. Prove os seguintes itens:
e S ¢ injetiva.
e Para todo X C N, se X satisfaz

(i) 0e X
(ii) sen € X, entaon™ € X

entao X = N.

Teorema 5.109. Para todos a,b,n,m € N, se a =, b, entdo a™ =, b".

Exercicio 5.110. Usando o teorema acima, prove que 13 | 270 4+ 370,

07/06/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.111. Sejam ay,...,a, conjuntos, em que n > 0. Prove, usando
os axiomas ZFC, que existe um conjunto cujos membros sdo os ai,. .., ay.

Exercicio 5.112. Considere a seguinte definicao:
def
(a,b) = {z, {y}}

Prove que ela nao pode ser usada como uma “implementacao” de tuplas,
de fato.

Exercicio 5.113. Prove que p.ofN =. N, em que pqotA = {C C A| A\ C é finito}.
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10/06/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.114. Mostrar que 2(p — 3)! =, —1 para p primo impar.

Exercicio 5.115. Se a e b sdo inteiros, temos que a =,, b se, e somente se,
a = b+ km para algum k inteiro.

Homework 5.7. Mostre que para todo a € Z, a” =27 a.

11/06/2019 (Jp)

Exercicio 5.116. Sejam P poset ¢ A C P. Prove que T A é um upset e | A
é um downset.

Exercicio 5.117. Sejam P poset e x,y € P. Prove que os seguintes sao
equivalentes:

e r <y
o lxCly
e Para todo downset D C P com y € D temos z € D

Exercicio 5.118. Prove que N satisfaz o principio da indugao, ou seja: para
todo X C N, se 0 € X e para todo n € X temos n™ € X, entdo X = N.

11/06/2019 (Jplinha)

Exercicio 5.119. Demonstre ou refute “Se a e m sdo inteiros e (a,m) = 1,
entaiom | (1+a' +---+ a(b(m)—l)‘w

Exercicio 5.120. Sejam p, ¢ primos tais que p > g > 5, entdo p® — g% =94 0.

13/06/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.121. Mostre que, se n > 0 é tal que (n — 1)! = —1 (mod n),
entao n é primo.

Exercicio 5.122. Sejam p primo e a > 0. Mostre que a? = a (mod p).

Exercicio 5.123. Sejam P poset, A C P e u € AY N A. Mostre que u =
lubA = maxA.
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Exercicio 5.124. Seja A um conjunto e R uma relagao binaria em A irrefle-
xiva e transitiva. Mostre que a relacao

def
z <y = rz<youx =y

é uma ordem parcial.

13/06/2019 (Jp)

Exercicio 5.125. Para cada conjunto estruturado abaixo, verifique se é um
poset, e prove ou refute em acordo.

e (N;L),nlm PN ged (n,m) =1
o (RO), z0y <5 o <y
. <R2;o<>,po<q PN (FteRs1)[g=1t-p]

Exercicio 5.126. Sejam (B; <) poset e f: A — B. Definimos

def
e<py & f(z) < f(y)
Mostre que (A;<y) é um poset.

Exercicio 5.127. Sejam (P; <) poset, A C P e z € A. Quais das seguintes
implicacoes sao vélidas? Prove ou refute cada uma.

e 7 é minimal de A = z é minimo de A

e 7 é minimo de A = x é minimal de A

Homework 5.8. Seja (P; <) poset. Prove que, se A C P é uma cadeia, entao
para todo x € A, x é minimal de A sse x é minimo de A.

17/06/2019 (Jplinha)
Exercicio 5.128. Mostre que p é o menor primo que divide (p — 1)! 4 1.

Exercicio 5.129. Seja S o conjunto de sequéncias finitas de nimeros naturais.
Descreva, um método para “codificar” os elementos de S com os elementos de
N\ {0}. Teu método deve ser revertivel, no sentido que cada sequéncia finita

s =(80,81,.-.,8k,) €S
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deve corresponder em exatamente um nimero natural ng € N\{0}, e, dado esse
nimero ng € Ny, deveria ser possivel “extrair” a sequéncia s cuja codificagao
é o ns. N&ao se preocupe se existem naturais que nao sao codificacoes de
nenhuma sequéncia.

18/06/2019 (Jp)
Teorema 5.130. Sea L. m e axr =, b, entdo v =, a?(m=1.p,

Exercicio 5.131. Sabendo que 7x =11 8, descubra o resto da divisao de x
por 11.

21/06/2019 (Jp)

Exercicio 5.132. Sejam A, B,C conjuntos. Prove que
(AxB—-C)=.(A— (B—0))

Exercicio 5.133. Prove ou refute: para todos conjuntos A, B, temos
(Ax B) <. (A— B)

Exercicio 5.134. Seja ¢ : L — K um homomorfismo de reticulados. Prove
os seguintes itens:

e se M < L, entao ¢[M] < K.
<

e se N < K, entao ¢ [N] < L.

25/06/2019 (Josenaldo)

Exercicio 5.135. Sejam P e ) cadeias. Mostre que P x ) é uma cadeia na
ordem lexicografica.

Exercicio 5.136. Sejam P e ) cadeias. Mostre que P x ) é uma cadeia na
ordem coordenada-a-coordenada se, e somente se, no maximo um dos P e @)
tiver mais de um elemento.
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25/06/2019 (Jplinha)

Definigao 5.137. Os nimeros de Fibonacci e os nimeros de Lucas sao defi-
nidos recursivamente como segue, respectivamente

Fy=0 Lo=2
=1 L1=1
Fn+2:Fn+1+Fn Ln+2:Ln+1+Ln

Exercicio 5.138. Definimos a fungao {: N\ {0} — N pela equagao
I(n)=Fo_1+ Fop1

Demonstre, para todo n € N>1, que I(n) = Ly,

Exercicio 5.139. Sejam a,b € Z e k,m € Nsg, tal que a =, b. Demonstre

que a* =, bF.

27/06/2019 (Jp)

Definicao 5.140. Seja f : A — B uma fungao. Dizemos que f é preimagem-
finita sse para todo Y C B finito, f~![Y] também é finito.

Exercicio 5.141. Seja f : A — B injetiva. Podemos dizer que f é preimagem-
finita?

Exercicio 5.142. Seja f : A — B preimagem-finita. Podemos dizer que f é
injetiva?

Exercicio 5.143. Sejam f: A — B e g : B — C preimagem-finitas. Prove
que g o f é preimagem-finita.
28/06/2019 (Jp)

Exercicio 5.144. Seja (G;e,*) um conjunto estruturado satisfazendo os se-
guintes axiomas:

(GO) (Va,be G)laxbe G|
(G1) (Va,b,c€ G)lax* (bxc) = (axb)x*c]
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(G2L) (Va € G)[e *xa = a]
(G3L) (Va € G)(3y € G)ly xa = €
Prove que (G;e,*) é um grupo.
Exercicio 5.145. Se trocarmos o (G2L) acima pelo
(G2R) (Ya € G)laxe=d]
Ainda podemos afirmar que (G;e, *) é um grupo?

Exercicio 5.146. Seja G um grupo e a € G. Prove que (a) é um subgrupo
de G.

Exercicio 5.147. Sejam M, N monoides, e ¢ : M —» N sobrejetiva que
respeita a operagao. Prove que ¢ é homomorfismo de monoides.

6 2019.2
12/08/2019 (Jplinha)

Definigao 6.1. Definimos os Nat com gramatica BNF da seguinte forma
Nat ::= 0|5 (Nat)

Exercicio 6.2. Defina e demonstra a associatividade da adi¢ao nos Nat.

Homework 6.1. Defina com formulas de logica a comutatividade nos Nat.

13/08/2019 (Jplinha)
Exercicio 6.3. Demonstre a associatividade da adi¢ao nos Nat.

Homework 6.2. Defina e demonstre a comutatividade da adicao nos Nat

19/08/2019 (Jplinha)

Exercicio 6.4. Demonstre a comutatividade da adi¢cdo nos Nat.
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20/08/2019 (Jplinha)

Exercicio 6.5. Defina a multiplicacao nos Nat.

Exercicio 6.6. Defina a exponencia¢ao nos Nat.

Exercicio 6.7. Prove que a multiplicacao ¢ distributiva nos Nat.

Exercicio 6.8. Prove que a multiplicacao é associativa nos Nat.

Homework 6.3. Prova que a multiplicacao é comutativa nos Nat.

16/09/2019 (Jplinha)
Exercicio 6.9. Prove que a < nos N é uma boa-ordem, isto é
para todo A C N, se A # () entao A tem um minimo

Definicao 6.10. Definimos a relagdo de ordem = nos N pelas

(LE1) 0 <m <= True
(LE2) Sn =0 <= False
(LE3) SnXSm <= n=m

Exercicio 6.11. Prove que as duas relacées de ordem, < e =< sao equivalentes,
isto é
paratodosn,m e N, n<m < n=<m

04/11/2019 (Jplinha)

Exercicio 6.12. (Lema de Euclides) Sejam a,b € Z e p primo. Se p | ab,
entdo p | a oup|b.

Exercicio 6.13. Sejam a € Z e p primo. Se p |/a, entdo geda,p = 1.

Homework 6.4. Sejam a € Z e p primo. Se a | p, entdao a = 1 ou a = p.
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25/11/2019 (Jplinha)

Exercicio 6.14. Sejam a,b € Z e m € Z~o. Se a = b (mod m), entao para
todo x € Z temos:

(i) a+x=b+2z (mod m)
(ii) ax = bz (mod m)

(iii) —a = —b (mod m)

27/11/2019 (Jplinha)

Exercicio 6.15 (Lei de cancelamento médulo m). Seja ¢ € Z tal que (¢, m) =
1. Se ca = ¢b (mod m), entdao a = b (mod m).

Homework 6.5 (Inverso médulo m). Sejam a, m € Z tal que m > 0. Dizemos
que a tem inverso médulo m se, e somente se, (a,m) = 1.

02/12/2019 (Jplinha)

Exercicio 6.16. Sejam a,b,c,d € Z, com ¢ # 0. Se a | b e ¢ | d, entao ac | bd.

Exercicio 6.17. Sejam p, ¢ primos distintos. Prove que p?~! + ¢! = 1
(mod pq).
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